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1968లో స్థాపన జరిగిన నాటి నుంచి ఉన్నత స్థాయిలో బోధనాభాషగా తెలుగు 
కుదురుకొనడంలో తెలుగు అకాడమి నిర్వహిస్తున్న పాత అందరికి విశదమైందే. ఎన్నో 
రకాల ఇబ్బందులను అధిగమిస్తూ అత్యల్ప వ్యవధిలో ఇంటర్‌, డి(గీ, పి.జి. స్తాయిలకు 
కావలసిన పాఠ్య(గంథాలు; అనుబంధ (గంథాలుగా అనువాదాలు, మోనో గాఫ్‌లు, జనరంజక 
గ్రంథాలు, వ్యాసావళులు, కరదీపికలు; ఎంసెట్‌, ఐ.ఐ.టి., టి.టి.ఐ. మొదలయిన పోటీ 
పరీక్షలకు కావలసిన (గంథాలు; పారిభాషిక పదకోశాలు; శాస్తి నిఘంటువులు 
మొదలయినవాటిని |పచురించి అకాడమి విద్యారంగానికి సముచితమయిన సేవ 
చేయగలిగింది. అకాడమి (పచురణలు ఎన్నో పునర్ము!ుదణలు కూడా పొందాయి. 


1993లో రాష్ట ఉన్నత విద్యామండలివారు రాష్ట్రంలోని వివిధ విశ్వవిద్యాలయాల 
ఆచార్యులు, అధ్యాపకుల సహకారంతో పొఠ్య(పణాళికలను (పస్తుత సమాజ అవసరాలకు 
ఉపయోగవపడేవిధంగా నవీకరించారు. ఈ నేపధ్యంలో నవీకరించిన ఉమ్మడి పార్వపణాళిక 
పకారం వివిధ శా(స్తాలలో డి(గీ పథమ, ద్వితీయ. తృతీయ సంవత్సరాలకు కొపలసిన 
పాఠ్య(గంథాల తయారీ అకాడమి చేపట్టింది. 


నవీకరించిన ఉమ్మడి పాఠ్యప్రణాళిక (పకారం డిగీ స్థాయి విద్యార్దులకొసం ఈ 
[గంథం [పచురించడం జరిగింది. దీన్ని _పామాణిక (గంథంగా తిర్పిదిద్దడానికి సంపాదక, 
రచయితలు విశేషంగా (శమించారు. ఇంకా సమగంగా తీర్చిదిద్దడానికి సహృదయ 
పాఠకులు సూచనలిస్తే కృతజ్ఞతతో స్విీకరించగలము - 


పవేసిక 


ఆం(ధ్యపదేశ్‌ పభుత్వ నిర్ణయం మెరకు 1987 వ సంవత్సరం నుంచి రాష్టంలోని 
డిగ్రీ స్థాయి విద్యార్థులందరికి ఒకే పాఠ్య (పణాళిక _పవేశపెట్టడం జరిగింది. 


వివిధ విశ్వవిద్యాలయాలలో బి.యన్‌సి. బి.ఏ. తృతీయ సంవత్సరం గణితశాస్త్ర 
పాఠ్యాంశంలో “అవకలన జ్యామితి ఒక ఐచ్చిక పేపరు. 


మొదటి అధ్యాయంలో “సదిశలు-అవకలన జ్యామితిలో వాటి ఉపయోగాలు” 
వివరించడమైంది. 


తరవాత రెండు అధ్యాయాలలో స్పర్శరేఖలు, పథాన అభిలంబరేఖలు, 
ఉపాభిలంబరేఖలు, వ|[కత, విమోటనాలు వివిధ వ(నక్రాల దృష్టా చర్చించడం జరిగెంది. 


చివరి అధ్యాయాలలో మౌలిక రూపాలు, వెయిన్‌గార్జను సమీకరణాలు, 
తలాలలోని వ్యక్రాల గురించి లంబభఛేదనము, అభిలంబ వ్యకత, మ్యూనర్‌ సిద్దాంతము, కనిష్ట 
తలాల గురించి, సంయుగ్మ దిశలు అనంత స్పర్శరేఖలు గురించి చర్చించాం. 


పతి అధ్యాయంలో తగినన్ని సమస్యలకు సాధనలిచ్చాం. అధ్యాయాలకు చివర 
కొన్ని సమస్యలిచ్చాం. సదిశలను సూచించేటప్పుడు ముద్ద అక్షరాలను లెదా అక్షరాలపై 
బాణం గుర్తులసువాడాం. 

' సహృదయ పాఠకులు ఇచ్చే నిర్మాణాత్మక సలహాలను కృతజ్ఞతలతో స్వికరించి 
వునర్ముుదణలో పొందుపరచడం జరుగుతుంది. 


సదిశలు-(తివరిమాణ జ్యామితి 
అంతరాళంలోని వ్యకాలు 


ఆవరణికలు-ఉత్సన్న తలాలు-రేఖా జన్యతలాలు 
వథమ మౌలిక రూవపము-దానియెక్క జ్యామితీయ వివరణ 
తలము-వ[కాలు 

[వధాన దిశలు, (పధాన వ్యకతలు, వ(కతారేఖలు 


సంయుగ్మ దిశలు-అనంత స్పర్శరేఖలు 


1-4 


౨-97 


98-148 


149-176 


177-200 


201-237 


238-252 


సదిశలు == (అపరిమాణ జ్యామితి 


సదిశాంతరాశము, (తిపరిమాణ జ్యామితులలో చః [కింది ఫలితాల గురించి 
తెలిసికొన్నారు. వాచి ఉపయోగము అవకలన జ్యామితిలో ఉస్నంచున ఇక్కడ సూచించడము 
జరిగినది. అవకలస జ్యామితి అనేది గణిత శాస్తము యొక్క ఒక శాఖ. ఇండులో వ(కాలు, 
ఉపరితలాల గురించి అవకలన గణీతాన్ని ఉపయోగించి వర్చిన్తాం. 

సాధారణంగా |త్రిపరిమాణ రేఖాగణితంలో సమగ్ర ఫలితాలకు త్వరిత పద్దతిగ సదిశల 
నుపయోగిస్తూ సందర్భాను సారంగా ఇతర పద్దతులతో (కార్టీజియన్‌ నిరూపకాలలో లేడా 


పరామితుల నుపయోగించి లేక ధృవ నిరూపకాలలో) ఆ ఫలితాలసు పోల్చి చూస్తాం. 


(అ) సదిశాంతరాళము 8 

11 a-.(ba్మavd=labcl=[lbcalj=....=-[bacli=..... 

1.1.1 labc|=0 అయితే 2,5,౭ లు సతరీయ సదిశలు లేదా 
వాటిలో రెండు సమాంతరము. 

1.2 ar(b్నvo=(a-)b -(a-hbc [ఇది b, cలలో వ్యక్తఫరచబడినది. 
(aAb)av=(e-2d)b-~-(c-b)aఇqd5 b,a లలోవ్యక్తపరచబడినది. 
కనుకజ/౧ (౦౦౧౮6) *(2౧ ౨) ౧6] 


1.3 f(s)=f.(s) i+ f(s) J + f(s) k అయితే 


af df. df. 
df =౯(9= HH తద సై 


వ ల్‌ | 
న క 
1.3.1 (f.-g) =f-g + 1'5లేదా ౯౪-₹+గ్‌-క 


1.3.2 (€౧బ' = వేగ క + లి ౧ 8 


ణ్‌ అవకలన జ 


1.3.3 [fgh]' = గోలు] + {fgh] + [fgh] 

1.34 (fa(gah) =(fa(geah}+fa(gahir({..ig- tH) 
1.3.5 (pf) = of ' + థి 

సూచన : ఈ (ఫవేయాలు వక చాపము 5 అనే పరామితిన 2! "బది సతామతు ణు 


ఉండిన వ (= *) బదులు న్‌ సే వంటివి రాయాలి. 


1.3.6 araba(ecaW)=clab 4] - 412906] dob [a. d!i-albcd]| 
1.3.7 (arab) -.(eceaWJ=(a.co(lb.D)-(a-:-d)(hb.c) 


14 a2=a‘:a అయితే (822) =22.a'. 


. OQ 0 9 ల 
1.5 నెబ్లా (డెల్‌ )V=॥ స్థా +j న +k అయిన 


1.5.1 ఉత్పలము = బారీ $= 19 = వ] +4 +2 k 


Mer అ 3 “1 1? 
1.5.2 అపసరణు | div ఛ్‌ మాకో ళ్ళ? థి Vy ప rm wr -f వాుమానాణికామిటవ: భాసా 4 ఇనా 
Ox dy 7 


గ్ర 1 ' 
1.5.3 అంక cal. 7 =VAV = da dy రః 


1.5.4 ఒక అదిక (పమేయము యొక ఉత్స లను శాస యితే చ సల We a 


Sree: 
1.5.5 ఒక సదిశ యొక్క. అపసరణ శఘూన్యమయితే లది సొకినాయడణ్‌ సడశ 
1.5.6 ఒక సదిశ యొక్క అలక శూన్యమయితే అది (భమణ రహిత సః? 
1.5.7 div {grad ¢) = V2 6, V2 ను లాషాషియన్‌ కారకము అంటుకు. 
1.5.8 curl (grad థ) = 0, 
1.5.9 div curl 7 = గ్ర; 


L.d.10 curl cur] v = grad div Vv ఎ V2 ఛి 


సదిశలు - (తివరిమాణజ్యామితి 


(ఆ) |తిపరిమాణ జ్యామితి ః 


1. థీ (6౫౩ 2) =౯ అనే తలానికి స్పర్శతలము, అభిలంబరేఖలు : 
r=(౬,౪,2) అనేది ఉపరితలముపె కల చలన బిందువు అయితే A = (A, by, 12) 
ఆ బిందువు వద్ద ఉపరితలానికి గీసిన స్పర్శతలంలో ఉంటుంది. ఇంకా 


(db 96 a6 (9 
dé = | కీ, వ హై (dx, dy,dz) = 0. కనక (©, క, 9 హా ఆ ఉపరితలానికి గీసిన 


అభిలంబరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులను సూచిస్తాయి. 

2.  సమతలము (మొదటి తరగతి ఉపరితలము) 

1.6.1 ౫ సమతలానికి గీసిన అభి లంబరేఖ అయిన ౯-॥ = p సమతలమున సూచిస్తుంది. 

1.6.2 n అభి లంబరేఖ కలిగిన సమతలము ఇ ద్యారా పోయినచో దాని సమీకరణము 
(r-a)-n = 0 అవుతుంది. 

1.6.3 సరేఫీయము కాని మూడు బిందువులు ఇ, b, € ల ద్యారా పోవు సమతల సమికరణము 
Ir—-a,b—a, c —a] = 0 అవుతుంది. 
దీవిని శా= ఈర--5-ం2 + 38 + €6 గ కొని 
r=a+s(b-ayt(c-a)గాకాని రాయవచు. 

1.6.4 ౪6 ద్వారాపోతూ 2, సే లకు సమాంతరముగ కల సమతల సమీకరణము 
r= c+ 52 + tb అవుతుంది. 

1.6.5' నాలుగు బిందువులు 2, పే, 6, శేలు సతలీయములవలానికి నియమము 

la +mb + 6 + 96 =031+m+n+p=0 


16.6 ఒక సదిశ ? సరేఫీయముకాని సదిశలు 8, bలతో సతలీయము అయితే 
r=xa+yb అయ్యేటట్లు ౫,౪ లు ఏకెకం. 
(9. సరళరేఖ $ 


171 a ద్వారాపోతూ 00క్తి సమాంతరముగ కల సరళరేఖ సమీకరణము 


an: ~h ఇష కష! 


4 అవకలన జ్యామితి 


1.7.2 2,b ల ద్వారాపోవు సరళరేఖ సమికరణము r = 8 + t(b - a) లేదా 
r=(1-t)a+tb అవుతుంది. ఇచ్చట పరామితి t, వాస్తవ సంఖ్య విలువలన్ని టీని 
తీసుకొంటుంది. 

1.7.3 a,b,€ లుసరేఖీయములయితే la+ nb +ne=0;1+m+n=0 అగునల్టు వాస్తవ 


సంఖ్యలు 1, m,n ఉంటాయి. 


(4) అలృతమ దూరము 4 


eo a, + tb,, r=a + 5b ల మధ్య అల్పతమ దూరము 
కి జ b,, b> 


ల అవుతుంది. మరియు ఈ రేఖ సమీకరణము అవుతుంది మరియు 
b. A 
1 2 


ఈ రేఖ సమీకరణము 


(r-a): Py (య్యే A స్క. = 0 = (1-2 (స ౧ (మ్మ A b)) అవుతుంది. 


2, 


అంతరాళంలోసని వక్రాలు 


2.1 అవకలన జ్యామితి ః 

గణిత శా(స్తములోని ఈ శాఖ పేరుకు తగినట్టు (అవుకలన గణితము సహాయముతో 
సాధించు జ్యామితీయ సమస్యలను కలిగి ఉంబుంది. _ దీనిలో అంతరాళములోని వ!క్రాల, 
ఉపరితలాల జ్యామితీయ లక్షణాలను చర్చిస్తాము. ఈ లక్షణములు ఎప్పుడూ మారుతూఉంటాయి.. 
కనక ఏదెన ఒక బిందువు యొక్క ఎంచుకున్న సామిప్యములో వకముల, ఉపరితలాల 
ధర్మాలను పరిశీలిస్తాము. అంటే జ్యామితీయ ఆకృతుల అతి చిన్న శకలాల పరిశీలన 
జరుగుతుంది. దీనిలో జ్యామితీయ ఆకృతి యొక్క లఘు (స్థానిక) పరిశీలన సాధ్యమవుతుంది. 
జ్యామితీయ ఆకృతి మొత్తానికి సంబంధించని ధర్మములను స్థానిక ధర్మములు అంటాము. 
ఉదా : వ(కత. ఈ; ధర్మాలు వ(కముపెకల ఒక బిందు సామీష్యముపె మ్మాతమే ఆధారపడే 
ఉంటాయి. మొత్తము ఆకృతికి వర్తించే ధర్మాములను సార్వ తిక (స్తూల) ధర్మాలంటాము. 
' తిపరిమాణ యూశ్షిడియన్‌ అంతరాళము కై లో చలన బిందువు P యొక్క ఉనికి 
ఏకపరామితీయ (పవేయము ద్వారా తెలియ చేయబడితే ఆ చలన బిందువు ఒక వకము (ని 
సూచిస్తుంది. కనక వక సమీకరణము 

r(t) = x(t) i+ 010) +2(01.. — (1) 
అవుతుంది. 

ఈ వ(కము C ని రెండు ఉపరితలముల ఛేదన వక్రముగ, అంకు 


(2) 





fa y,7)=0; fy, బ=0 
గ కూడ రాయవచ్చును. 
వక్రము యొక్క పరామితీయ సమీకరణాలు x = ౫౮), y = y(1), 2 = 200) అ నుండి 


పరామితి (1) ని తొలగించిన రెండు సమీకరణములు (2) ను పోలినవి వస్తాయి. 


"46 అవకలన జ్యామితి 





పటము 2.1 || 


2.2 1 వ తరగతి ప్రమేయాలు - వ్రాలు ః 
ఒక వాస్తవ అంతరము 1 లో నిర్వచింపబడిన వాస్తకతబూల్య (పమేయము fకు ౧వ 
పరిమాణపు అవకలజాలు వ(కచాపము (5) దృష్ట్యా చేసే అవకలనాన్ని (శ) తోను పరామితి (7) 
దృష్ట్యా క ర అవకలనాన్ని () తోను సూచిస్తాము 1 యొక్క |పతిబిందువు వద్ద వ్యవస్థితమైె 
మరియు అవిచ్చిన్నము అయితే ఆ Geng తరగతి (ప్రమేయం అంబాము. దీనిని 
౮8 చే సూచిసాము. ఇదే విధంగా ర కూడ నిర చింపబడుతుంది. 

ఒక సదిశ (ప్రవేయమూ R = (XN, Y, 7) అంతరము 1 లో నిర్వచింపబడన Cn 
(పమేయము అయితే దీని ఘటక (పమెయాలు కూడ (2 (పమేయాలు అవుతాయి. 1 పె 


య ౪0 అయితే Rను (కమపమేయము తటోమోగా. ౧-వ తరగతి [కమ సదిశ (పవమేయము 


n వ తరగతి వథమును సూచిస్తుంది. 
ఒకే తరగతి ౧ కు చెందిన రెండు పధాలు R,, R. oుI,, 1, లపె నిర్వచింపబడిన 
1 నుండి కే కు శుద్ద ఆరోహణ సం(గస్త CG? [పమేయము YR, = R,0w అయేబట్లు 


వ్యవస్థితమయితే క, క్క లను తుల్వవథాలు అంబాము. ఘబక రూపములో ఈ నియమము 


af 
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రూపములో ఉంటుంది. దీనిని ఉపరితలము యొక్క అంల్త్లోన లేదా కన్య స్టెయింట్‌, 


(Constraint) సమీకరణము అంటాము. సమీకరణము (1) ని (8) రూపంలో రాయటానికి 


ou du du 
కేవలము 1౪, ౪ లను తొలగిస్తే సరిపోదు. యొక్క కోటీ 2 ఉండాలి. 
- 0౮౪7 0౦0 dav - 
సమీకరణము (3) ను 
z= f(x, y) —— (4) 


రూపంలో రాయగలిగితే ఈ సమీకరణము ఉపరితలము యొక్క మోంగెడూపము అనబడుతుంది. 


2.4 వకమునకు ఒక బిందువు వద్ద స ఎర్మరేఖ ; 


r=rt(t) అనువకముపె P(t), Q(౯ + రి౧ లు రెండు సామీష్య బిందువులయిన 


r (r + ర) - ౩౮) 


PQ=0Q-OP > dr = ౩౮+ ల -*ర) అకక = 
dv dt 





పబము 2.2 


Pవద్ద స్పర్శరేఖను 9-౨ P అయినప్పుడు జ్యా PQ గ నిర్వచిస్తాం కనక 


dr_ r(t + 8t) — r(t) 
ల న ను P= ఫై వద్ద గ్‌సిన స్పర్శరేఖకు సమాంతరము అవుతుంది. 


కనక [0 వద్ద వక్రానికి గీసిన స్పర్శరేఖా సమీకరణము R =r + ౯ అవుతుంది. 


అంతరాళంలోని వ(కాలు 


జ 
| 


కార్టీజియన్‌ నిరూపకాలలో ఈ సమీకరణము (ఓ Y, 2)- (23౫, 2) = u(x, y, 2) 


స En 
యూనిట్‌ స్పర్శరేఖ t = - లేక! అవుతుంది. 
|r| 


flx,y,2) =0, ౪063, 2) = 0 అనే ఉపరితలాల ఛేదన వ(కొనికి 
Afr = 0, Ag.r=0 


అకా || Afr Ag || స్పర్శరేఖ 


a(f, a(f, g) of, g) స 
= Afar Ag= r= LB) UB CE 





Ad, 2) dz, x’ 3x, 3౫, 3, 





పటము 2.3 


10 ఆవకణన జ్యూబుతి | 


సూచన : 
1. దత్త వానికి దత్తబిందువు వద్ద గీయబడిన స్పర్శరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు తెలి అవి 
కనక స్త ర్భ రేఖ సమీకరణము రాయవచ్చును. 
2. 1 స్పర్శరేఖకు సమాంతరము కనక Af, గక లు ఆ ఉపరితలాలకు గీసిన అభిలంబిరేఖరి 
దిక్‌ నివృత్తులను సూచిన్తాయి. 
3. రెండు తలాల శేదన వ[కానికీ గీయబడిన స్పర్శరేఖ ఆ తలాలకు ఆబిందువు “ప్ప గన 


సుర్శతం 2 కేవనరేఖు అవుతుంగడి, 
డొ 








ఉదా li:x=s3c0Ytj;=ar:nd,7= 9 అనీ కుండలినిక (0), ల వద్ద పిస 
స్పర్శరేఖలను కనుక్కోండి. 
P(6: వద్ద గీసిన స్వర లేఖా సమీకరణ... 
x-accsa@ y-asind z-c0 
= rn ఎమూ జ స్ట చ 
an ర “రో వద స్పర్శరిఖా సమికరణము అవుతుం ఏ 


. P(0) వద్ద స్స ర్వోరేభా సమీకరణము 








ర “నా: రజా వద్ద సుర్ఫరేభా సమీకదేణము 
గ్ర (వ 
ముట్‌. 
జాకీ ya BE 
3 = DD lor - ఆవుల Soe YF 


ఉదా2:f:y-x=0, g:2-౫=౧ ల ఛేదన వృక్షానికి P వద్ద స్నాల్బరేఖా సమీకగ ము 


రాయండీ. 
ర “2 స్పై "43 =U ఏన్సా అలల, వేక్‌ = స్ట = 


కావున P(౫, 3% 2) వద్ద ఛేదన వ్యకొనికి గీసిన స్పర్శరేఖ సమీకరణాలు 


లాయి Y-y Z-z 
న క IE మన మ ఆవుతాయి. 


ఉదా 8:2-y=0, 32-92 = 0 ఆనే ఉపరితలాలతో x=0z=y అంటే == అకము 
౬, 


మా్యతమే కాక ౫=4,y=4%2=4 (<n 9) వంటే ఇతర వ|కాలు కాలు? 


-"*ఎపబడుతాయి. 


న! 


అంతరాళంలోని వకాలు 1] 


2.5 స్పర్శ పరిమాణము! 

అంతరాళములో ఒక వక్రము ౮, ఉపరితలము 5 లకు (ఇచ్చట వుకము బదులు 
ఉపరితలము, ఉపరితలము బదులు వృక్షము కూడ తీసికొనవచ్చును.) ఒక [కమబిందువు డీ 
ఉమ్మడి బిందువు అవుతూ ౮ పె శ యొక్క సమీపబిందువు P, 5 నుండి ర్‌ = (PN) 
దూరములో ఉన్నప్పుడు 


PN 


Lt ——~=0 
PA (PA) 


అయ్యే కనిష్ట విలువను ఏ5, ౮ ల మధ్య కల నృఠ్గ వరిమాణము అంటాము. 
అంకు ౧ యొక్క ఈ విలువకు 


PN PN 


pia గాటు pa TA కోర అవుతుంది. 


లేదా 


అంతరాళములోని ఉపరితలము ఏ వకము (౮ లపె కల బిందువులు £[.క్కొక్ని,.. 2 


n+] 
అయితే రై వ్యౌ, .... క్ని -* క అయినప్పుడు వక్రానికి తలముతో ౧ వ పరిమాణపు స్పర్శ 


1 


. లేక (౧ + 1 బిందువుల స్పర్శ కలిగి ఉంటుంది అంటాము. 





పటము 2.4 


ఆవశ్యక అ పర్యాప్త నియమాలు $ 


సమీకరణాలు కో), చ= 0 ; x = x(t), y = y(t), 2 = z(t) —— (1) 


అంతరాళములోని ఉపరితలాన్ని, ప కొన్నీ సూచించిన వీటినుండి ౫, ౪,2 లను తొలగిస్తే 
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F(x(t), y(t), z(t)) = f(t) = (2) 
వస్తుంది. A(t =t) వద్ద f(ఓ) క పరిమిత, అవకలనులు 

fp) (షః p= 1, 2, 3, ..... వ్యవస్థితమై న 

P(t =t,) వద్ద h=t,- తీసికొన్న టేలర్‌ విస్తరణ ద్వారా 


}h2 -. hn+l n+l 
ftt,)=flt, +h) = ft) + hE) + 5 f(t) + .... ₹1 ఓ) అవుతుంది. 


S పె బిందువు A కనక f(t) = 0. 


సూచన (1)ః hకు PA యొక్క పరిమాణము, f(t) కు PN యొక్క పరిమాణము కలిగి. 
ఉంటుంది. [P(X,, ౪), 2,) అయితే ౧ సామీప్యములో PN ఫరిమాణము F(x, ౪, 2) లేదా 
f(t,) యొక్క పరిమాణము ఒకళే అవుతుంది. 7.॥n +p=0 సమతలానికి (౯ - 6)? = 22 


అనుగోళానికీ PN (| —n) +p మరియు PN « (గా -€)?—- 82] అని నిరూపించవచ్చును. 


నూచన (11) ‘(t)*0 అయితే తలము, వ(కము సాధారణ ఖండన బిందువును కలిగి 
ఉంబాయని, f(t) = 0, f(t) = 0 అయితే తలము వ్మకము రెండు బిందువుల స్పర్శ లేదా 
మొదటి పరిమాణపు స్పర్శ కలిగి ఉంటాయని అంటాం. ఇదే విధంగా ౧ వ పరిమాణపు స్పర్శ 
లేదా (౧+ 1) బిందువుల స్పర్శ కూడ నిర్వచింపబడుతుంది. కనక తలము, వక్రము'n వ. 


పరిమాణపు స్పర్శ కలిగి ఉండటానికి ఆవశ్యక, పర్యాప్త నియమాలు 


f(t) = 0, 1= 1, 2, 3, .. ౬2+1(4) *0 అవుతాయి. 
ఇదే విధంగా ౮] 2 =x(t);y=y(t);z=z(t) iC, : F(x, y,2)=0= F(x, y, z) 
అనే వ(కాలకు ౧ వ పరిమాణపు స్పర్శ వ్యవస్థతము అవటానికి ఆవశ్యక, పర్యాప్త నియమాలు 


ft)=ft)=f(t)=......=fit)=0; 


ft )=f(t)=ft)=.... fot )=0 
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కనీసము ఒక 1] "(ఓ్క) లేదా f° 3 (ఓ) = 0 కావలెను. 


ఇక్కడ f(t) = F, (x(t), y(t), 200), £,(t) = F(x(t). (0, 2(t)) అవుతాయి. 


ఉదా 4!x*=t-Ly=t-1z=t?-1 అనే వృక్రానికి మూలబిందువు వద్ద రెండవ 
పరిమాణపు స్పర్శ కలిగిన సమతల సమీకరణము రాయండి. 
మూలబిందువు ద్వారా పోయే సమతలాన్ని 8+ by + ౯2=౦0 గ తీసికొని వృక్షము, 


సమతల సమీకరణముల నుండి ౫3 2 లను తొలగిస్తే 


2-1) +0(టి- 1 + c(t2 — 1) = 0 లేదా 
ft) = at + bt® + ct2 — (a + b + 6) = 0 అవుతుంది. 
మూలబిందువు (t= 1 వద్ద వ[కము సమతలముల మధ్య రిండవ పరిమాణపు స్పర్శ 
వ్యవస్థతమై న | 
f(1)= 0, fl)= 4a+ 30 + 26= 0, 
f (1) = 12a + 6b + 20= 0, 
f (1)=242 + 6b *0 కావలెను. 


పె సమీకరణములనుండి ఇ :0:6=3:8:6 


కనక సమతల సమీకరణము 3౫ - 8)” + 62 = 0 అవుతుంది. 


ఉదా 5 534 + 3xy2 +x2—y2—2z2+2yz2-3xy -2y + 22-1=0తో(0,0, 1) వద్ద 
మూడవ పరిమాణపు స్పర్శ కలిగిన సరళరేఖను కనుక్కోండి. 

(0,0,1) ద్వారా పోయే సరళరేఖ సమీకరణము 

క హా = డై లేదా x=1lt, y= mt, z=nt+ 1 అవుతుంది. 


ఉపరితల, రేఖా సమీకరణాల ౫,౪,2 లను తొలగిస్తే 


f(t) = It + 3 Imnt® + (12 — m2? — n2 + 2mn) t? = 0 అవుతుంది. 


t=0 వద్ద (తిషరిమాణ స్స ర్శ వ్యవస్థ్రతము కనక 
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| ॥ ల 
ph nr. na 202020 లేడా 2=(Mm-॥n)*? అవుతుంది. 


Cw. inn వు ం = వైడ్‌ ఇ 0 అవుతుంది. 


వాడా వ్య 


భో శ్‌ 
nie, యవ లీ అను సంతళపరచే కా = దా = డా సరళ రేఖలు ద 
wm fl ih Mile జో వాలా న్నా ] ల్ల 


పంటి అ పడి మూడవ పరిమాణపు స్పర్శ కలిగి ఉంటాయి. 


“వటొళశయిలొ. వకము ౮ పె P వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖ ద్వారా పోతూ P సామీష 
మనం. SEEN ఎన స్పర్శరేఖకు సమాంతరముగ ఉండే సమతలము యక్క, 


యు 


జవధిడాషమొ, € -- P అయినప్పుడు, వకానికి P వద్ద గీసిన సంస్సర్భకతలము అవుతుంది. 





లేదా 
P(t) 
శ ణా 
/ cl R 
La 
అ 
ఐటం 2.5 


POQRe ౬క ప|కము మీది బిందువులు అయితే ౧, R-+ P అయినప్పుడు P,Q 
మ ry pum వాక ne ఇను ష్య న్‌ 
Ne దారా వోయి సమతలము యొక అవధిరూపము P వద్ద వకొనికి సంస్పర్శకతలమ 


తనుం వారికి నను 


t తలానికి మధ్య 2-వ పరిమాణప్పు స్పర్శ వ్యవస్థితమవుతుంది, 


సంస *రకతల వమీకరణము $ 
ను స్‌ పదల - రావ అ 3 
బు బద్రత ఏ కాకర) అనేద అంతరాళములోని ౨ఎ( కము అయితే P(t) A Ct + చట ల వరి" 
a 


జీ శస 


ప్‌ శీసిన స? ర్రుచేఖ దాఃర్ర పో సన న 
పెద్ద ఎ ఇ” రాం వోతూ 6ఇ వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖకు సమాంతరముగ ఉండే సమతలము ' 
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ళో అః 


జ క్‌ " 
rit ar (t + dt) = | (లం rt + 6t) —r(t) = r(t) ar(t) J 
కి లంబంగ ఉంటుండి (Q 3” గం ఒం? 9 కనక). 
న లి! fe 


సం రజల", "9 వలన డిం:దుసు RR అయిగే స స ర్శకతల సంక రణామము 


R-r,r,r ౨౮ అవుతుంది. 


న్‌ా 


ల్‌ 


ట్టి 


తెండన పు 


క.జ = ఆజా (1 


fs 


అనే సముతలమూ షకీము యొక. P,Q, R (6, ఈ —~ P) బిందువుల ద్వారపోయ సకానికీ, 


వ 


సపుతలొానికి మధ్య 2వ పరిమాణపు సృర్శవ్యువ తమవుతుంది. అంటు 


స 
డు 
Hti=5 a-n-« 7 ఫట 


[14 Pte =0 ఎంజా (3) 


Jt 


| 
(=r .gm( ఎం (4) అవుతాయి. 

iL) iol ౫ ని తెలగించిని | ి-1). 2 = ౧ అవుతుంది. 

(3), ‘4 Swe ౯, * లుకూడ ఒ కు అంబముగ ఉంటాయి 


నక సలా శి 2, ప లు సతరీయాం: కనక RIE రృకతం సమికరణము Rr r|- lrr r] 


. 

1) R-hrroమsR-r = గా + | అనే ఏకఘత సంయోగము 
వ్యవస్ధతమవుతుంది, 

(స! కార్రీజియంన నీరూసకాలలో సంసృృర్భ్శకతల అ 


స... 


x y 7 = ౧ అవుతుంది. 
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ఉదా 6:x-at +b, y=3ct2+3dt, z= 3et +f అనే ఘనవ(కముపె ఎన్ని బిందువు! 
నుండీ మూలబిందువు ద్యారా పోయే సంస్పర్శకతలాలు గీయవచ్చును? ఆ బిందువుల 


3ంల + ఇగ = 0 అనే తలములో ఉంటాయిని చూపండి. 


(1) దత్త వ్యకానికి (గ) బిందువు వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


౫ - (టి +b) y-(3ct2 + 3dt) z- (366 + ఓ 
3at* 6ct + 3d 3e = 0 ఆవుతుంది. 
Gat + ఈ (6c? 0 


ఈ సమతలము మూలబిందువు ద్వారాపోతే 


aect3 + acft2 + adft + bec = 0 
అవుతుంది. ఈ సమీకరణములో(/€) ఘాతము (3) కనక వృక్రముపె కల మూడు విభిన్న 


బిందువుల వద్ద గీసిన సంస్పర్శక తలాలు మూలబిందువు ద్వారా పోతాయి. 


(1) పె సమీకరణాన్ని (టే + b) + af(ct2 + dt) = 0 గ కూడ రాయవచ్చు. 
mca + జప = 0 లేదా 30బ + జ్‌? = 0-అవుతుంది. 


అంటే ఆ (3) బిందువులు ఈ నమతలములో ఉంటాయి. 


ఉదా 7 £2=31 3 =36, 2 = 2్టోఅనే వక్రము సమతలాన్ని (3) బిందువులలో ఖండిస్తుందః! 


చూపి ఈ వ(క్రానికి (0 వద్ద గీసిన సంస్సర్శకతల సమీకరణము కనుక్కోండి. 


(Dr: ax+tby+ae+d=0, ౮:(36 36, 263) లను సాధించిన 23 + 3062 + 3at + 4 =( 
వస్తుంది. కనక (3) విభిన్న ఖండన బిందువులు ఉంటాయి. 

ం-3 0-82 2౭2-263. 
(11) (0 వద్ద వృకానికి గీసివ సంస ఏర్గకతల సమీకరణము 3 6 ‘6t2 


0 6 1 
లేదా 22% - 24౪ + 2 = 20 అవుతుంది. 
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x2 yf 22 
ఉదా ర ః జ + ౮ + న = 1 అనే దీర్వృత్తజానికి (6,3,7) నుండి అభిలంబరేఖలు 
గీయబడినవి. లంబపాదములనుండి పోయే ఘన వ(కానికి (a, B, 1) వద్ద" గీసిన సంస్పర్శకతల 


సమీకరణము కనుక్కోండి. 


దీర్థవృత్తజానికి (౫, ౪, 2) వద్ద స్పర్శతలము 


Xx Yy జ X-x టు. 
7 ++ =! అభిలంబరేఖ- 7 =p "3 = ఓ) అవుతాయి. 


ఈ అభిలంబరేఖ (0, గీ, ద్వారా పోయినప్పుడు 


2 
_ x(a2+t) ర పత్తా ee ze +0 లేదా 


a2 
2 స్ట 
అట న ఆ అవత 
22 + ఓ b2 +t +t 


ఈ సమీకరణము అంతరాళములోని వ కాన్ని సూచిస్తుంది. 


దీనికి (౫, P, ) వద్ద అంటే t= 0 వద్ద గీయబడిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 
2 - ౧1 y-B 2--|)/ 


820) -B 2 
(t+ 22)2 10 a2 02 రక 


( 22201 25 22 
\(t + 82): 0 సో రో 


(1 1 
> (x —0) 2By| pee — కం = 0 లేదా 


_ై 2. hy ౧4 
నతడు యకం = 0 లేదా 


afx _ ముం 
a2 _ 22) (a2 _b2) షి) (2 _b2) +1=0అపు ఏంది. 


2.7 రెండు ఉపరితలాల ఛేదన వ।॥కానికి సంసృర్శకతలము క 
మొదటి పద్దతి ॥ 11) = 0, $౯) = 0 రెండు ఉపరితలములయితే వాటి ఛేదన వ|కము యొక్క 


స్పర్శరేఖ r చే ఉపరితలాల అభిలంభరిఖలు Vf, ౪౪, లచే సూచింపబడుతాయి. 
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కనక r.vf=0=r.V¢ _ ——() 


ఆఅ క || 4 +₹థ= 3గ R3}్నr= Vfa ₹థి —— (2) 


(2) ను (1) దృష్ట్యా అవకలనము చేస్తే 
Xr శయ = 4 ₹థ + Va V9 
ఇ తో పూర్వ వజలబ్బము తీసికొనిన 
AT AF = f.V9).Vf-—r. Vf ₹0 
కనక సంస్పర్శకతల సమీకరణము _R-r,7,r. =0 అనేది 
R-D. 70 ¢.V)= R-r). V9. f.V9) లేదా 
(R-r). Vf _ fo Smit. V6 అంటే 
r. vf r. V6 
రెండవ పద్దతి 2 f11)=0, $0) = 0 అనే తలాలకు P(r) వద్ద గీసిన స్పర్శతలాలు 
R-r.Vf=0, (R-r).V¢$=0 అవుతాయి. 
వీటి ఛేదన (స్పర్శ) రేఖ ద్వారా పోయే సమతల సమీకరణము 
R-r1.vf-4R-.v¢.=0 — ——(3) అవుతుంది. 
ఈ సమతలము ఛేదన వక్రానికి P వద్ద సంస్పర్శకతలము అఎలానికి వకముతో 2 వ పరిమాలాపు 
స్పర్శ కలిగి ఉండాలి. 
>R.V+(R-1r.W¥-A 2. 70+). 7=0 ——(4 


R=r వద్దకి. ₹₹- ౫. ₹థీ = 0 అవుతుంది. — (5) 


క స్పర్శరేఖ, ౪% ౪౪ లు ఉపరితలములకు ఆభిలంబరేఖలు కనక పె సమీకరణము సత గమే. 
కప 2 వ పరిమాణపు అవకలజము రాసిన 
R=r ఇద్ద 7 Vf-aAr .V=0 


అవుతుంది. 


* m 


— (6) 
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ద A= SATE vi 
౭౯. ₹7థ 
r.vf = 0, r. Vd=0 ల నుండీ 
r.Vvf=-—(fr.W#;r.V0=-r.W (7) 
అవుతుంది. 
సమీకరణము (6) నుండి (7) నుండీ 
r.vf r.vf 
A= PUNE జు! వ 
క. 0. థి 
అవుతుంది. జ 
(9), (6) సమీకరణములనుండి 


(R -—r). Vf wi r. vf త్ర 
(0. థ - 





r. ₹థ 
(R-r).Vf (R-r). V9 


r. Vf fr. Ve 
P(r) వద్ద సంస్పర్శకతలముసు సూచిస్తుంది. 
కార్లీజియన్‌ నిరూపకములలో R=(X, Y, D,r = (x,y, 2), 
Vf = fF, క్స్‌ f ), VO = (థి ఢ్సి థి; స అ f X + a లహ corres 
అవుతాయి కనక సంస్సర్శకతల సమికరణము 


Xf +Y- Df TT Df, KN, +Z-29, 





Sx fe Xx + I y + f 7) |x Cn x షా oe స టి 7) 


అవుతుంది. 


ఉదా 9 x? +22x + y2 + 2by = 2 + 2ం2 అనే వ।కాని5 P వద్ద గీయబడీస సంస ర్శకతల 


సమీకరణము రాయండి. 


20 ' అవకలస జ్యూమెతి. 


కలగ ల) అంజి శవబుంలడి-2క్స= 0 ; gy, బి = ఏటే +2by ౮2262 = 0 


ee i మ అ అ _ జ కేన! —2e 
wf = 2x + 22, f= 2y —2b, f,=0;0,=0,9. 2y + 2b, 0, 22 Gs 


= 2, న్‌ bs (౧ ౬ - 2, 


ఇతర 2 వ పరిమాణపు పాక్షిక అవకలజములు శూన్యము df= 0, d4= 0 ల నుండ 


y z 


xX Ee 
y+b(z+) (e+)9(lx+a) (x+a)(ly +b) eee: 


కనక P(x, y, 2) వద్ద సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


Gaeta) టం సంలు యి 0కు లల 


నా లె 
(2 +02 wy +b (x + a) x + a) (a +02 y+ be] కొ, 


M-x(x+ జి (e+ అల2- (y +b)2} =0 లేదా 


(X— x) (x +a) (c-b) +(Y—y) (ly +b (a2 2) + (2-2) (z+ D3} (b2— a2) = 
అవుతుంది. 


ఉదా 10: జం +) + = 1 002 + By? + ౧22 = 1 అసుశాంకవజాల ఛేదన వ(కానికి P 
వద్ద గీసిన సంస్పర్శ్గకతల సమీకరణము కసుక్కోండి. 

ftx, y, Zz) = ax? +bx2+cz2-—1=0, g(x, y, 2) = 0x2 + By2 + ya2—-1=0 

మా స = 2ax, న్‌ = 2by, శ్‌ మా ౨౦2 బ్‌ క = 20x, క్స్‌, = 2By, క్‌, = 2yz క 

= 2౬ fo, Eh i. =26; క, = 20, HR 2B, క్‌ = 20 
మిగిలిన 2 వ పరిమాణపు పాక్రిక అవకలజాలు శూన్యము ఆవుతాయి. 


df= 2ax x +2by y +2cz2=0 : dh = 20x x + 2By y + 2yzz = 0 కసక 





xx yy యె ల 
by—cB "6౧-2౧ ah - bo స 


ఆంతరాళంలోని వ(కాలు 


కసక P(x, y, 2) వృకానికి గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


త్త 


(XK—x)ax+(Y-—y)by+(4-—-z)cz _ (X—x} 01+ 0-౫) By +(Z—2) yz 








aA? శ bB2 cC2 nA? BB? 02 లక 
x2 yy" 22 ఇ + 7+ 
॥ x y vA 


Xxx (eBB*-baB” బం యర) _ 





——————— =0 లేదా 

- స y* z* ౮. 
pe “920 302 

న xX |—3 =e wl లేదా 
స WY 2, 
| x9 

(2 లా x) JN (022 — C౪2) = 0 అవుతుంది. 

 of-—ag=(Br2-Cy-(a-a)=0.......ee.. "అ సహాయముతో 
ఈ సమికరణము 
963 X CA ysY AB 23 2 


గగన గాలా బే రాసు (హాం 0 అవుతుం! 


ఉదా 11: ఒక వశము యొక్క (ప్రతిబిందువు వద్ద గీసిన సంస్నర్శకతలము 
'. ద్వారాపోతే ఆ వ్మకము సమతల వ్మక్రము అవుతుందని మూపరిడి, 

దత్త వష(కము బు (4) బిందువులు A, ss As A అసు తీసికొనిన ౫౧,, చీ, షీ అ 
ద్వారాపోయే సంస్పర్శకతలము స్పరబిందువు A ద్వారా పోతుంది. అకు A; గ, గే నా 
 ద్యారాపోయే సంస్పర్శకతలము A ద్వారాపోతుంది. ఈ రెండు తలాలు తృ. తమ్మి శీ ద్యారా 
' పోతాయి కసక ఏకీభవిస్తాయి. ఈ ప్రతిపాదస డీ, డీ. డీ. శ్నీ లకే కాక గీ. శీ. గీ, డీ 
అకు కూడ వర్తిస్తుంది. అంటు ఈ వ్మకంపై కల అన్ని బిందువులు సంస్సర్శకతలములో 


ఉంటాయి కసక దత్త వ|కము సమతల వ[కము అవుతుంది. 


ఉదా 12:2 2 + by? + ౧22 = 1 అనే శాంకవజము, ౫* + y? + Zz? = అనే గోళాల చేదస 


“4 = 


వ[కానిక గీయబడిన సంస్పర్శకతలాలు మూలబిందువు ద్యారపోతే వ కము యొక్క ఆ 


బిందువులు శంకువుపె ఉంచాయణ చూపండి. 


వో 
వు 


99 ఆవకలన జ్యూ sbi 


= జి + 02 + ౨2-120 ; g=x2+y2+22- . = 0 కావున 
స్‌ = 280 f, =2by, f, = 262 | క్‌ = 20 క్ర = 20 క్రై = 22 “ 
న = 22 పే = 20, క్‌ =20; క్క = 2 = క క 
కావున P(x, y, 2) వద్ద గీయబడిన సంస్సర్శకతల సమీకరణము ఉదా. 10 నుండ 
x) x (ec-a) (1-5) [(6- ఖ z22—(a-b)y?! =0 అవుతుంది. 
rf-— ag=0 నుండి పె సమీకరణము 
(Kx) x (c-a)(a-b(r-a)=0 అవుతుంది. 


ఈ సమతలము మూలబిందువు ద్యారాపోతోంది కనక 








r-—-a r-b r-cC 
0-6 కతన weet 


అవుతుంది లేక వ[కముపె దత్త ధర్మము కలిగిన బిందువులు పె శంకువు పై ఉంటాయి. 


2.8 ఆభిలంబతలము : 


ఒక వృకానికే ఒక బిందువు వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖకు లంబముగ ఉండే సమతలాని 
అభిలంబతలము అంబాము. ఆ వ[కానికి ఇవ్యబడిన బిందువు వద్ద గీయబడిన యన 


అంబరేఖలను ఈ సమతలము కలిగి ఉంటుంది. 


At 









అవలం తలి మీ 


అంలతరాళంటోవి వఐ[కాలు ఆం 


P(r) వద్ద వ[కము యొక. అభిలంబతలము (R-r).r=0 లేదా (1వ) t= () 
అవుతుంది. సంస్పర్శకతలానికి గీయబడిస అభిలంబరేఖ [౯౧౯ కు సమాంతరమూ మరియి 
అభిలంబతలానికి ౪౯ అంబము అవుతుంది. కసక ii [= 0 సుండి సంస్పర్శకలతలము, 
అభిలంబతలముల మధ్యకోణము 90 అవుతుందని గమనించవచ్చు. 
ఎర్వచనాలుః 

1) అభిలంబతలము సంస్పర్శకతలముల జం౭డసరేజను |పధాస అబిలంబరేఖ అంటాము. 
అంకు సంస్వర్శకతలములో ఉండే సంస్వర్శకతలములొఉండే ఒకెఒక అభిల౭బము 

(పధాస అభిలంబరేఖ అవుతుంది. 

(2) ప్రధాన అభిలంబజరేఖకు (తద్వార సంస్పర్శక తలానికి, లఅంబముగ ఉండే, అభిలంబరేవసు 


ఉవతవాభిలంబ రెవ అంటాము. 


సూవస : 
(1)  ఉఆపాభిలంబనేఖ సంస్సర్శకతలముసకు లంబము అంమే b!! rar 
(11) (పధాస అభిలంబరేఖ స్పర్శ రేఖకు, ఉపాబిలంబరెఖకు అంజబము కావున 
n |lraG ar) 


(111) పరామితిని (1) బదులు వకచాపము (5) గ లీసికుం కు 


0) 
bllrar',.nllr (rm .r=0,r =]! అవుతుంది. 


2.9 వౌలికతలాలు: , 

అంతరాళములోని ఒక వుకము యొక్క (పతిబిందువు వద్ద మూడు పరస్పర 
అంబసదికలు స్పర్శరఖ, (పలాన అభిలంబరేఖ, ఉపాభిలంబచదేిఖలు ఉంచాయి. ఈః దిశల లోని 
యూనిట్‌ సదిశలసు t,॥,b లతో సూచిస్తాము. వీచితో వృకముె కల దత్త బిందువు ఐజ్ఞు 


(1) t.n=n.b=b.t=0, (11) = n= b2= 1మరెయు 


(ii1) t an=b, nabz=t, bat=n 


స్‌ 
న 


న్‌ా జ 


24 


అయ్యేటట్లు లంబాభిలంబ యూనిట్‌ నదిశల (తికము ఏర్పడుతుంది. 

పిటిలో + యొక్క ధనాత్మక దిశను వ([కచాపము యొక్క. ఆరోహణ దిశలోను, (1) 
(ప్రధాన అభిలంబరదేఖను “ప దిశలోను, ఉపాభిలంబరేఖ (0) ని 2, b సవ్య (కుడీ! 
సదిశా తికమగునట్లు తీసుకుంటాము. t, ॥, b లను వ[కము C పె (ఫైనేట్‌ బటక్ష్మే తము ఆః 
అంటాము. దీనిని F(t, ౫, 9) చే సూచిస్తాము. i,j, ఓ లను నవాబు బ్మటుశ్ల తము అంటాము, 
వ్మకము గురించి విపులముగ ఈ (ఫేనెట్‌ చ(టక్షేతముతో మాతమే వీలవుతుంది. 1,3,1 
లతో ఇది సాధ్యము కాదు. 

R సమతలములోని చలన బిందువు, 1 వ(క్రముపె దత్త బిందువు అయిన (౫) వద్ద కం 
చలన త్రిక సదిశలు మూడు పరస్పర లంబసమతలముల 
(1) సంస్స రృతలము (t, n కా కలిగినది). దీని సమీకరణము (R-r).b=0 


(11) అభిలంబతలము (8, b లు కలిగినది). దీని సమీకరణము గౌ- 1). €= 0 మరియు 


(111) చాపకలనీయతలము (1, + లు కలిగినది). దీని సమీకరణము (1). 2=0 లను 


ఖీ 


నిర్జారించుతాయి.. వీటీని మౌలిక తలములు అంబాము. 


4 రు స్ట ౯ 2 
SONNY 






కా అ స 


= al ఎ 


 సంస్పర్మ కత్తలము 





కుక ర శ్ర పలుము - 2,7 


ఉదా 18 :r = (3 - 1, V3 (2 — 1), 2t —2) అనే వకానికి గీయబడిన స్పర్శరేఖ, 


ఉపాభిలంబరేఖలు ౫ = ఇ = 0 తో సమానకోణములు చేస్తాయని చూపండి. 


అవకలన జ్యామితి es 


= అతరాళంలోని వ(కాలు 


(చు 
Wt 


Fr, C3 2 3 2. 
| \dt22' 3+2 32, 
|r| : 











r= (36, 23/6 2) > r' = 


r = (6t, 20/3, 0) > rar = (- 43, 126-636) || ప 


౧-2 28 -8t2) 
hauls 





అవుతుంది. 


¥y పటా + 2 Tt 
రళరేథ షే — = = చ కన కt,L ల మధాకోణము 608! ——— = ఆ 
అం లా ల బుధ్య ల 3te+2)V2 4 
౧2? 
i : dn 
b,L © మధ్యకోణము 605 ere = షా అవుతుంది. 
(ఏ6 + 2) Va 


సూచన : చె లెక్కలో t,L,b లు సతలీయాలు అవుతాయి. 


at 2a ల్లి 
ఎ ama  -3t =0=tbL 
1 0 1 


ఉదా 14 £x=asint, y=acost, z=atand అనే వర్తులకుండలిని యొక్క స్పర్శరిఖ 
2 - 'అక్షముతో స్థిరకోణము చేస్తుంది. 
- వక్రముషె P(t) వద్ద స్పర్శరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు 
(acost,-asimnt, atand) మరియు 


2 - అక్షము యొక్క దిక్‌ కొసి సెన్‌ లు (0,0,1) కసక మధ్యకోణము 


1, atan0 ౫౧ 


rT) - ర (స్థిరకోణము). 


ఉదా 15 ఃr=(a౯05 6, a $n 6, 66) కుండలినికి గీసీస (పధాస అబిలంబరేణ ఆ స్టూపానికి 


లంబమని చూపండి. 


r=(acos U, a sin §, 66) 


ప EY, 6, c dr ‘0s 0 sin 6, 0. 
ఇ = sin 6, a cos 6, 0), ET = (—a cos ,—~-asln 6d, 0) 


ఆవకలన జా బుక ప 
26 వీ 


వ[కము యొక్క (ప్రధాన అభిరింబరేఖ ౫" కు కా న కావున = (605 0, sin 8,1 ¢ 
సూపాకము (0,0,1. వీటి వధ్యకోణము cos“! 0 = 7 ఆర్‌ దత్త కుండలినికి గీసిన (పధ! 
ర్ల అమి 


ఆభిలంబరేఖ దత్త స్థూపమునకు లంబమవుతుంది. : 


210 సదిశ యొక్క (భ్రమణ నదిశ $ 
(భమణనలేటు పరిమాణంగాను, తాత్కాలిక భమణాక్షయు దిశగాను కల సదిశను దత్త సరి 
యొక్క [భమణ సదిశ అంటాము, 


పరామితులు (6), (1 + 59 లకు అనురూప సదిశలు Q, 2 + 50 అయితే 


WE aa(a+da) 


కక్ష TE ba 


ott 








fs 
Nu 


a 


పలుము - 2.8 


న టి sind ర _ 6౧౧౪ ౩ 
కరం 2060-౩2 ఈ de 161169+56] fr 





5t-30 ఆయిన 169 = య అవుతుంది. 
; Q 


౧౧6 
| 912 








= €) ఇ పె ఆధారపడలేదు కనక 5 తూ, (భమణసటెశ 


5(0 మ or గ నిర్వచిస్తాము. క, 2, b.| భమణసదిశలు 


S(t) =tat,Sm=nan',S(b)= నే ౧౨' అవుతాయి (2 = n? = b2 = 1 కనక) 


ళీ 


అంళతరాళంలోని వృకాలు 27 
2.11 వక్రత విమోటనము, (న్ఫ్మూూ (Skew) వక్రత $ 
నిర్వచనము - 1. వ్మకచాపము (ఏ5) దృష్టా స్పర్శరేఖ, ఉపాభిలంబదే, (పధాన అభిలంబరేఖల 


మారు ఏ రేటులను వరసగ వకత, విమోటనము, (స్కూ వకత సదిశలు అంటాము. 


నిర్వచనము -2, + 1,0 ల |భమణసదిశల పరిమాణములు వరుసగ వ(కత (k) విమోటనము 
(7) మరియు స్కూ వకత Vk2 +72 అవుతాయి. 


ల! 


సూచన : 
WW tus సా న 
fH =P వ[కతా వ్యానార్త్రమనియు, ₹=7 ను విమోటన వ్యానార్రము అని 
అంటాము. 


న్‌ా 


(2) 2 యొక్క దిశను k ధనాత్మకమయేబబ్లు అంటే వ(కతా కేం దము r= r+pn 


వెపు తీసుకుంటాము. 





పటము - 2.9 
PC సంస్పర్శకతలములో ఉంటుంది. ఈ సంస్పర్శకతలములో ౧ వ్యాసార్దముగలకల 


వృత్తమును నంన్వ) ర్భకవ్యత్తము లేదా వ(కతావృత్తము అంబాము. 


(3) k సర్వత్రాధనాత్మకమవుతుంది, 7 ధనాత్మకము లేక బుణాత్మకము కావచ్చు కనక 


7 సంజ్ఞా అదిశ అవుతుంది. 





- అవకలన కిక్యామి 


(సెవెట్‌ చ్మటము, 17 లతో కలిపి (ఫెవేట్‌ పరికరము అనబడుతుంది. ఈ-(ఫెనె! 
పరికరము అవకలన జ్యామితిని, అంతరాళంలోని వకాలకు సంబంధించి . పూర్తి 
వియంతిస్తుంది. 


+ యొక్క. [భమణసదిశ 
St) =tat=rar' || మరియు 


_ 1S(0| =k కనక 5(0 =k b అవుతుంది. 


b యొక్క (భమణసదిశ 


ఏరు) = పి ౧% (rar}Aa ది క్రై) 
lr'Ar"]| 


(1 A కై) ల (r' A శై) ¥' కై” వ జా 
ఫై r" క, t ఇ 


లేదా కు 





అవుతుంది. 


కాని |5(b)| ae S(b) = 7t అవుతుంది, మరియు k? 2 కనక 
tlre rr". ఒకే గుర్తు కలిగి ఉంటాయి. 1 
అనగ ఉపాలిలంబరేఫి, స్పర్శరేఖ వెంబడి కల ఆక్షము దృష్ట్యా భమణము చెందుతుంది. 
అ యొక్క. [భమణ సదిశ 
Sm =Sbatl=(hbat)rbat 
=(babr (bat+bat) 
=t bbt-+bbtt 
=tt+khb 
దీనివి డార్ఫాక్‌) పదిక అంటాము. ఇ చాపకలనీయ తలములో ఉంటుంది. 
వై 'సమీకరణముల- నుండి -€, ౫, ఆ ల దృష్ట్యా (త్రికము (4 2, 6) ల తత్కాల[భమణ 
ఘటనలు (4,9, 13 ఉంటాయవి గమనించవచ్చును. ఇవి వక్రచాపము దృష్ట్యా ఈ యూనిట్‌ . 
శల ములుపుబేటును వ్యక్తపరుస్తాయి. 


2.12 ఫెవెట్‌ - సె(రిచ సోత్రములు ః 


మొదటి పద్దతిః t.t=1౨t.t=02౯ 1t2t"(=r') అభిలంబతలములో ఉంటుంది. 





-ఇవంస్సర్శకతలమునకు గీసిన లంబరీఖ కి" ౧౯“ కు సమాంతరము, 
rr కాసే గ కాసే ఇ క్షా! “సంస్పర్శకతలములో ఉంటుంది. 


ఆావున జోగ్‌ || 2. ($ 2.8 చూడగలరు). మరియు 
ltl =k కావున శ = kn — (1) 
b=t్నan>3b'=t'్మan+tan'=tan'(... € = kn) తిరిగి 
n=13n.n!l=0>niln>n =2(9) b + (5) t కావున 
శ! = -1(8) ౫ కావి | సవ! =? 
కావున రై = - ఇగ — (3) 
ఇందులోని బుణాత్మక విలువ, వ[కచాపము ప్‌ పెరిగినప్పుడు b యొక. (భమణన దిశ t దిశలో 
పయనించు కుడి (సవ్య) (స్కూ(ను పోలి ఉంటుంది. అనగా ఉపాభిలంబరేఖ 8 విలువ 
"పెరుగుదిశలో వ[క్రము వెంబడి చలించునపుడు స్పర్శరేఖ చుట్టు ॥ నుండి రక twisted 


చలనము కలిగి ఉంటుంది. 


ns=bat>n' = లే ౧*4+ 4 ని = లు ఈ పెసమీకరణములనుండి) 


రెండవ .పద్దతి 8 tat'=slt)=kb (§2.12 చూడగలరు). 

(tatat=t'=kn>(t.tYt=kn (tld) 
య 2 _ 
ET =kn (... t2= 1) —— (1) 
శ 

s(n)=nant=tt+kb మరియు (nAn)An=n' 

నా “ dn 

కావున జ్ఞా = (tt + kb) an = tb - kt ఆజా (2) 


s(b)=b్ళb'=ttమరియు (bab) b=b! 


త ఆవకలన జ్యా 


కావున 12 =7(1౧ 0) =-ల — (3) 


ఈ (ఫెనెట్‌ జ్‌ సెరెట్‌ సూ(తములను మా(తికారూపముల్‌" 


“టా ~ 0 k 0 ~-t- 
ni! = శ్‌ 0 n 
bi - 0 -t 0-- b- 


గ ఇంకా డార్బాక్స్‌ సదిశ 6 =7t+ kb ని ఉపయోగించి ఈ సూ(తాలను 


tt=ort ఐట, b'=0Abగకూడ రాయవచ్చును. 


(ఫెనెట్‌ విస్తరణ సూత్రములు ః 
ఏదెన ఒక వ(క్రము = ₹(1) కి M కు అను రూపముగ M= M's లేదా M= uM 
అవుతుంది కనుక = ౬00, ॥ = ౪ (7b -kn)b=-tvn అవుతుంది. అంశే వకము యొక్క 


వడ సాధారణముగా సరిచేయుకారణాంకము అవుతుంది. 


ఉదా 11 ః (రెండవ పద్ధతి) ఒక .వక్రము సమతల వ్యక్రము 'అవబానికి ఆవశ్యక, పర్యా 
వియమము 7 = 0 అవుతుంది. 

ఆవశ్యకము ః వృకము సమతల వకము ఆయిన దానికీ గీసిన స్పర్శరేఖలు, అభిలంబ లేఖల 
సతలీయములు ఆవుతాయి (సంస్పర్శకతలములో ఉంటాయి). - 

స ఉవేఆభిలంబరేఖ అన్నిబిందువుల పద్ద పరిమాణము (=1) దిశలలో స్థిరసదిశ అవుతుంది. ' 


వస సు par / 
dr =-™m=037tTz=z0. 
వరా db 
థవ్రేముః 7=053 ఇ = 0 bస్థిరసదిశ 


జ నంస్ఫర్శకతలము వ(కమును కలిగి ఉంటుంది. 


ఉదా వేతి ? శేజ ౧ ఓ అవి తచూపండీ 


t =kn=k(batl=kbat=(kb+tWat=w0rt 


అంతరాళంలోని వ[క్రాలు 3] 


ఉదా 17: t t t" = 7k2 అని చూపండి. 


మొదటి పద్దతి :[t t' t]=t. (kn a(kn)'} =kt. n atkn + k (tb — kt)} 


lrrrlt 


wr మరియు |5(b)| =? 


రెండవ పద్దతి ః s(b) = 


కావున [టో 11") = [ళ్‌ t']=k2 అవుతుంది. 


ఉదా 18: Wt -t'=kk (ఏళ ళల = స 0ల - 1-20), (4 ౯ = —3kk 
(iv) లి =k ద + 2లే)ల్‌ + k2 tt + kk' 72 మరియు 
(v)t-t"=-k2t=kn,t'= k(tb-kt)+k'n అని చూపండి, 
t"=—2kk' t—-k*n + k'n + k' (tb — kt) + (tk) b _ T(Tk)n అవుతాయి. 
కావున 
Or “tat =kk 
(ii) tet'=k(k'—k- km) 
(iii tet" = - 931016 
iv) t-t'=3kWk +k (నే +k — kt) + kt @kT + kT) 
= kk" +2kJk' + 2 tt + kk 2 మరియు 


(v) t-t'=—k* అవుతుంది. 
ర జ ITTY, = భీ తి nC 
ఉదా 19 : (5) దృష్ట్యా ? యొక్క ౧వ అవకలజము r =a t+ bn + cb అయిస 
aA 11 -kb,, b ph br + kar వ స. Cy Cpt th, అని మూసండీ. 
1,],& దృష్ట్యా r= (3 జు అయిన =m) TAr =a t+bn+c b కావున 


+1 


nan: TEn, = (apt) + (bn) +(e b} 
= (8&1 కట్టు t+ (kar — గర + b 1 n+ (C1 + tb) b 


జు «r రర అక i ఇ అర్య మెట్ట 
a jt+h, n+, 9 అయిన మపకు కావలసిస ఫలితాలు వస్తాయి. 


ఆఅవకలన జామ! 
32 


ఉదా20 1౫ = 46036, * = a sin6, 2 = f(0) సమతల వ(కమును సూచిస్తే 19) కసుగొసండి, 
r = {a c050. a sind, గం) = r' = (— a sind, a 6050, (9) మరియు 


r' = (— a 6056, -౭ sind, (ఈ; 


rrr = (a (cos6 f" + sind f'), a (sind f™ — 6050 f), 22) ౮0 


సమతల వ| కముసికు 
b=) = 6050 f" + 00560 = 0, sind ₹ + sindf = 0 లేక 


f +f=0 కనుక fl0)=c, tc, 6050 + 6 51౧0) అవుతుంది. 


ఉదా 21 ; ఒక వుక్రమునకు ₹=* 0 అయిన దాని రెండు సామీప్య బిందువుల వద్ద గీయబడీ 


(పధాస అభఖిలంబరేఖలు ఇండించుకొసవని చూపండి. 
వకముపె P(౯), (7 + ఈ) అసు రెండు సామీప్య బిందువుల వద్ద గీసీస (పధాస అభిలం। 
రేఖలు ౧,౧ +5౧ అయిన ఇది ఖండించుకొనుటకు a 


iIn.n+6n,drl=0 > [ndndrl=0 
= Innrl=0 > [n, (tb-kt),t=0 ౨ 7[nbt]కావలెసు, 


(టట) = 0 కావున ₹= 0 కావరౌను. లేక 


₹*0 అయిన సామీష్యవిందువుల వద్ద గీసిస (పధాస అభిలంబరిఖలు ఖండించుకొనవు. 


213 వలనాక్షములు ౩ (0 సర బెందువుగా కల ధృఢవస్తువును తీసికొని ౦ వద్ద ఆ వస్తువులో 
సంబంధము కలిగి ఉండిన సవ్య(తికముసు (పయోగించిస వస్తువుపె బిందువు P యొక్క స్టా 


వేదిశ r=౫i+yj+2& అవుతుంది. దధ ఎథవస్తువు పె బిందువు కావున ఆ వస్తువు (భమణమ 


has 


చెందినపుడు P యొక నిహపకములలో మార్పు ఉండదు. 


యొక్క వేగము =౪= r =xi +yj + 25 — (1) 


అంతరాళంలోని వ(క్రాలు 33 


అ! ఇత { క్‌ d న్నీ 
అవుతుంది. అనగ ౪ సంపూర్ణముగ 1), 12, ' = ష;tకాలము' లచే నిర్దారింపబడుతుంది. 
| 3 


ఒక ధృఢవస్తువు యొక్క గమనము, దాని ఇక బిందువు స్థిరముగ ఉన్నప్పుడు; ఆ స్థిరబింద్దువు 
ద్వార పోవు అక్షము (తక్షణ (instantaneous) ('భమణాక్షము” దృష్ట్వా కోణీయ వేగము 
యొక్క [భమణము (తక్షణ (instantaneous) |భమణ సదిశు చే సూచింపబడుతుంది. 


ఇ₹= 0౧౩ అవుతుంది. 
¥ 


(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) బిందువులకు 


i=Oni=0,j-0,k,j = - య్య +0,k, k = య ట్య లెక 


“0 చాయలు" _ స 
j = “O04, 0 ww, j (2) అవుతుంది. 
ఆ k' - 0, -0) 0 _-kK- 


శుద్దగతిశా స్త వివరణము ః 


/ 
బిందువు P వ(కముప యూనిట్‌ వేగము య్‌ =1 > §= ఓ చలించిన స్రరబిందువు 
\ లో 


0 పద్ద F(t, n, సుని (పవేశపెట్టిన 


tt=on-0b,n' =—0,t + య్య, b' = Wt —-0,n లేక 


పవ t' జక న్‌ 0 0, —- 0 ల వ t న 
n జా & 0 0 W, n —— (3) అవుతుంది. 
hb _ సె 
_ 0%, -ట్య 0 _-b 


ఈ ఫలితములను (ఫెనెబ్‌ సెశెట్‌ సూతములతో పోల్చిన ఇ = 7, టృ = 0, 0 = K 
లేక ఓ డార్ఫాక్‌ ) సదిశ అవుతుంది. దీని ద్వారా 7,kల జ్యామితీయ (ప్రాముఖ్యత ధృఢవస్తు 


 చలనములో వాటి నిశ్చరత (ప్రతిపాదింపబఢిసది. 


సూచన : వకముపె వలస బిందువు P వద్ద F(t, ౧,b) |పవెశ్పెట్టిథ బె హెడన్‌ యొక్క. 


తక్షణాచలసము సమాంతర పరివర్తసము t దే (భమణ పరివర్తనము సే చే సూచింపబడుతుంది. 
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2.14.1 r= 21) వక్రము యొక్క వక్రత విమోటనములు $ 
మొదటి పద్దతి ః వ[కముపె ఒక సదిశ Rకు R= = ERs అవుతుంది. కావు 
క A = ళం 46 == అలలాంగ కాల్వ 

r =rs=t=t' లేక 
t=ksn, i =(tb-kt)s,b =-1n ((ఫెనెట్‌ సూత్రములు) 
r=ts + (kms) క =§t+ kn, 
r =ts + క n+2ks8 n+k$ GCb—kts+k52n అవుతాయి. 
Siaf=kb,f = (8 -k28)t+(3k55 +k 82) n + kb. 

కొవున (Fr 7 | = k2 7కీ అవుతుంది. 


| 
| 
| Q(t+dt) 


న 






| 


జ్‌ 


పటము - 210 
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హు ఇయ లేక వ. (|r| = 1-కావున ) మరియు 


వ |r3 
fr r] 

= =. అవుతుంది. 
lrar|2 


రెండవ పద్దతి : వకముపె P(t), Q(t + రళిలు రెండు సామీప్య బిందువులు మరియు వీటి వద్ద 


వ|కముసకు గీసిన స్పర్శరేఖల మధ్యకోణము 656 (0 ౬రి6 ఆ ఇ) అయిన 


r(t) ar (t + 6t) sin50 మ r(Wa(tr(t+dt)-r(t)) 
sin 89 = హా ౫ ా—ా కా మలమలా నాలా న య టా న బావల వామన సా మ య 


lr (tl |r (t+ 509! wm dt lr (t)| |r (t + 8t) 
dt -* 0 అయిసశ =! అవుతుంది. 
|y|2 
de (a 
కాని k = a నగ 
Ss 
x far 
|r| 3 


P, Qo వద్ద గీసిన ఉపాభిలంబరేఖలు 


r (tar (WW ;:r(t+85ar (t+ 51) లకు సమాంతరము కావున వాటి మధ్యకోణము dw 


శ 


అయం 


అ (tar (t)) a (tr (t + రిల ar (t + 6t)) 
MIN భా రా క నా అ కాలా 


lr (ar (t) lr(t+ రిల ar (t + ర్‌ి! 


EhoOrWr(t+ dlr (t+ 8) - lr (Wr (tr (t+ dlr (t + ot) 
- హారము | 


Lt sin dy dy 
"“dt->o0o dy ర 


ర = mr (t Fr t+8-r (tlr(t + 59 





mm శ 


-— TW-(Fte+5)-rWar(d r (t+ 58 


Stir tar (t+ 8t lr (t+ 8t) ar (t+ dt) 


అవకలన జా న్ట్‌మళి 





సూచన : మ్మకసమీకరణము వ(క్రచాపము (5)లో ఇవ్వబడిన పరామితి 
t=s25=s5=1 అవుతుంది కావున 


k=l|lr'ar,t x నే జో మరియు క" =-k2t + k'n + ktb 
rir 


> r2-k+k2+k272 లేక 


ri ka 
we నానన 2_ = 
= 7 k తె అవుతుంది. 


ఈ ఫలితాలను నేరుగ తరువాతి పేరా 2.14.2 లో కనుగొంబాము. 


కార్టీజియన్‌ నిరూపకములలో 
T=(y,2),T=(,y,2),r = (0,3,2) మరియు ౯ = (౯,౩, 2) కావున 





జో స్ట న = a 2 చ స? ఇఇ ఇ ఈ ౬ జ కం” 
2 _ 2-2 ) ab ల xX) Se 
(x2 + y2 + z2)}3 
x y Zz 
= జ | 2 (2:12 3. 
T= x yy 2 +k (౯ + ౩౯ + 220” అవుతుంది. 
x y 2 


2142 r=r(s) వుశ్రమునకు వక్రతృ విమోటనములు & 
r=tr=iknr' =kn+k(tb-kt) అవుతాయి కావున 


k=|rf,r ౧7 =1b, గ్ర వం = k2 
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| అ r rr" 
= kz=lrar ఇ నలో వాన 
TAT 


ఉదా 22 * x =2౩bt, y =-22 log ఓ z = = సి అను వ క్రముసకు వక్రత, విమోటనములు 
సమానమవి చూపండ. 

లలన నాల. 

= += (28, క క; 2%, హై 0, డా వ్‌ 322, =(02కా 0 అవుతుంది. 


 —rab3, =a మరియు 
' 





fm be 
=> PAFrF=~ 
\ t 














ఉదా 23 ౩౪ = x tant అయినప్పుడు x2 + ఛో = 24, 2 = a tan” పాల చేదన వ[కమునకు 
ఖండన బిండువు వద్ద'వ(కత కనుగొనండి. 

వ =xtant > వకము 2౭2= 2 ౫ = at cost, y = at nt అవుతుంది. 

r = (at cost, at sint, ay 3 Fr = (a (cost —t sint), a (sint + t cot), a) 

rT =(a (-2 sint - t cost), a (2 cost — t sint), 0) అవుతాయి కావున 

rar = (22 (t sint - 2 cost), — a2 (2 sint + t cost), (2.+ t2) 82), 

222292 + 2%2 మరియు 
[If నలై! = 82 (tf + 5t2 ey అవుతాయి కావున 


2 
ps +8 ౪2 అవుతుంది. 


క్ర (t2+ 2 ౧. - 
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ఉదా 24 ః ఒక వుక్రమునకు గీసిన స్పర్శరేఇపె స్పర్శబిందువు నుండి (6) దూరముల్‌ 0 అను 


బిందువు కలదు. Q యొక్క బిందు పధము యొక్క వక్రత కనుగొనండి. 
Qకు సంబంధించిన రాపలను, 1 పాదికతో సూచిస్తే r, = + ఈ 


dr. dr ds 
"1 ds ds, ds = st*en 
(4512 లి 
ఫి ds, =1+ 2k లేక t, ౪1 + ఆలే =t+ అయి అవుతుంది. 
క్‌ 


. ఈ సమీకరణమును (5) దృష్ట్యా అవకలనము చేస్తే 


k.n mad, A లయ +ఉ b-k) 
Se JE Tr 


న 


అవుతుంది. పరిమాణములు (వాస్తే 


k.2 c2k2)2 రే k2k1 2 k4 k')? + c2k272 లేక 
1 (1+ ) TE kk + (౧6+ యిం +c 


క2(1+ 22 = 2k22 (1+ 2k2) + (k + ck! + 2 k3)2 


అవుతుంది. ఇది 2 యొక్క బిందుపధము యొక్క వ(కత k, ను తెలియచేస్తుంది. 


ఉదా 25 ౩౫2 +02 = ఇక్క 22 ౦/2 = &2ల ఛేదన వృకమునకు వక్రత, విమోటనములు 
కనుగొనండి. 


ఈ వక్రము యొక్క పరామితీయ సమీకరణము 
x = a cost, y = a smt, 2 = a c052t కావున 
r= (a cost, a sint, acos2t) > r = (—a sint, a cost, - 2a sin2t) 
r= (- acost, — a sint, -- 4a ౧౦6 20 మరియు 
మై ={asint, -- 2 cost, 8a 5020 


3 వత 2 


= (- 222 (2 cost cos2t + sint sin2t), - 282 (~ sin2t cost + 2 cos2t + sint + a2) 


అనాలి నా గా య్‌ 
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2 = a2(1+ 4sin#), fF ఒం = 623 sin?t 


1 5+1l2cos22t 12 6 sin2t 


"a (1+4sin220)3 శ 2జి (5 + 12 605220 Se 


2.45 రెండు ఉపరితలముల ఛేదన వక్రమునకు వక్రత, విమోటనములు ః 

fr) = 0, g(r) = 0లు రెండు ఉపరితలములు, వాటి ఛేదన వృకమునకు యూనిట్‌ 
స్పుత్శరేఖి t(=r') ఆ ఉపరితలముల ఆధీలంబరేఖరికు లంబము అవుతుంది కావున t- Vf=0, 
t- Veg=0= tl Avg 
= Vf్నaVg=్నAt=h అనుకుందాము. —— (1) 


= క = (fe, అ కేక): (f 8. - f,8,), fey, అ సేక్స) = (h,, h,, h) 


కాచున ్మ = | +h2 +h? 


సుకమికరణము (1)ని దృష్ట్యా ఆవకలనము చేస్తే ॥' = 11 + సెమి — (2) 
= hah'=Mkb=H అనుకుందాము. ఒం (3) 
= Mk2=H-=H2+H2+H2 — (4) 


సమికరణము (3)ను ౩ దృష్ట్యా అవకలనము చేస్తే 

(౧2౨) - ్మ2kin = H' — (ర్‌) 
(2), (రుల ఆదిశ లబ్బము 

~్నA3k2t అమి. H' = h'H, + hH,' +h,H. — (6) 


సుమ్‌కరణములు (4), (6) ల నుండి 1, ఇలను కనుగొనవచ్చును. 


ఇచయూాచన * 


1. వ(కమును పరామితీయ రూపములో వ్యక్తపరచ వీలు కానపుడే ఈ పద్దతిని పాటిస్తాము.. 


d 3 9 , 9 
2. ఈ ఫలితాలనే A=hze = h, 3 +h, సా +h, 3 ను ఉపయోగించి కూడ 


కనుగొనవచ్చు. కాని అది సులభ పద్దతికాదు. 


-ఈ+ పద్దతినుపయోగించి ఉదా. 25 ను చేయండి. 
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ఉదా 25; f=x+y2—-a2=0,g= x2—y2—az=0 r= (౬ స Zz) 


వ VE£= (2x, 2y, 0), Vg = (2x, —2y, — a) - 
3 Vfa Vg= (- 2ay, 2ax, — 8xy) = (Ax', Jy’, Az!) = Mt —— (1) 
కావున ౫2 = 482 (12 + y2) + 64౫x232 
AX =-— 287, 
= Alt +}kn = (—2ay!, 2ax1, - 8 (xy? + x1ly)) — (2); Ay = 2ax, 
Az =-8xy, 
(1)a (2) 
అ ఎరు = (— ర్ర2253 32 డే 8a3 (x2 + ఫ్లై) 
A A గీ శ్‌ 
—— (3) 


లేక - =(- 4, శే, a(x" + 32) 


సమికరణము (3)ను (5) ద Meu అవకలనము చేసిన 


KN గప  /24ax2y 24 axy2 ఎ 
822, రానా "82 ష్‌ గ X టా —— (4) 
అవుతుంది. 
నమికరణము (3) నుండి 


16x YT SY] 
es + 169 + a2 (x2 + y2)2 
422 (2 +32) + 64x22 “ 


(2) - (4) 
౧21 96 2 + 2 
ఆ చనా = చడ) త్య 
శం hey a2 +2 
Ose (x2 + y2)2 అలంక 


ఉదా 26:౬ + by? + 22 = 1, alx? + bly? +c122.=]1 అను 2-వ పరిమాళాపు ' 


ఉపరితలముల ఛేదవ'వ్యక్రమునకు వక్రత విమోటనములు కనుగొనండి. 
క్ష 1 
f= గా (ఖల + by? + 22 1)= 0, g= 5 (alx2 + bly2 + cl22 _ 1) = 0 అనుకొనిన 


Vf=(ax by, ea), Ve = (alx, bly, c12) ; 
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= మే = గెట = సూరీ!!! Vfa Ve= (Ayz, Bzx, Cxy) 


m= హైం — (1) 
గ 


హై గై = CA + fig + (612 = (2) 


Ci Vy fy 
సమీకరణము (1ని(9)ద స్టా ఆవకలనము చేసిన 


గం A2 —.B2 — C2 


సల + సవం = దార యజ ఏట మ్‌. 


అవుతుంది. —— (3) 


ల్‌ 


(1), (3) ల స్టే లబ్దము (వాస్తే 














ల CA \ 
గతము = | చౌ eA (౨24 — Cy’), 3 3 (Cx Bx గ 


అవుతుంది. 

' Bz2—Cy2 = (ca! - ca) 22 --(2&0! - a2b) y2 
=—a (6122 + bly2) + a" (622 + by?) =—a(1 - 200) + 22 (1- జతి 
=a: -& 

అవుతుంది కావున 


hs ABC. / (at — a) x3 \ 
= రరర గు గు! క (6! = 
(| 3 
3 
. లేక ana 8 kb = (Ax 3, B'y3, C'z3); 


— (4) 


(AA-=a -*జ ౨98 =b —b,CC'=cf-—c) — (5) అవుతుంది. 
సమీకరణము (5)ను (9) దృష్ట్యా అవకలనము చేసిన 


ర్య .. / Ix 3238 EA 
(౫3y853 TA = = Sk గ వడీడీ క 3B ల 3 z (6) 
లో - తీ = 


. వస్తుంది. 
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(3) - (6) "a , 
Sk? txtyiz3  _'A2(al-a) B2(bl-b) C2(c'-c) 
౨ కరగ = నా SNE SL ను —— (7) 


ఆవుతుంది. 


సమీకరణములు (కు, (7) ల నుండి 


sy A2 (a'— a) 
3x3y3y3 x2 , 
ABC (a' — a)2 xf wee 
ఉం 


> 
ఇ (a' — a)2 xf 
A2 B2 C2 A2 
Le అ. is 
Ks ళ్‌ 26 pay Tr అవుతుంది. 


ర్‌ 
= 





2.16 స్థిరవాలు కలిగిన వ(క్రములు (స్లూవ ఉపరితలముపె గీసిన కుండలినులు) & 


ఒక స్తూప ఉపరితరిముసె గీయబడిన స్థిర రేఖ (జనకరేఖ - అక్షము) ల్‌ో స్థిరకో ణమ 
చేయు వృక్షము కుండలిని అవుతుంది. 


ఒక వృక్షము కుండలిని అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము స = స్థిరరాణి. 


ఆవశ్యకత 2 స్లూపము యొక్క. అక్షము వెంబడి సదిశ ఇ అయిన 2 = అయినప్పుడు 
ta=cosa>t-a=k(n-.a)=0; 
&£ = 0 అనగ వృకము సరళరేఖ అయినప్పుడు ఈ (పతిపాదన వర్తిస్తుంది. 
140 ఆయిన॥-8=0 = ain లేకa|| వ(కము యొక్క చాపకలనీయ తలము 


కావున ఇమ t, bల రేఖీయ సమాసము ౧056 t + 9100 b గ (వాయవచ్చు. 


k 
(kcosa-—tTsnad)nz=0 = = = t2n0 (స్టీరరాశి) అవుతుంది. 





k 
పర్యాప్తము ః-- = 200 అమకొనిన (ఫెనెట్‌ సూ[(తములనుండి 


t-Inb'-=-mtribk=0 > t cosa +b' sina= 0 
సమాకలవము చేస్తే 
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tcosa+bsina=c;tతొో అదిశ లబ్దము 1€.6= 605 6. అనగ వకము స్థిరసదిశతో 
స్టిరకోణము చేస్తుంది. 


సూచన 1 n.8=0 =) వ(క్రము యొక్క. అన్ని బిందువుల వద్ద (_ఎధాన అభిలంబరేఖ 


స్టూపమున్నకు లంబముగ ఉంటుంది. 


2.16.1 వృత్తాకార (వర్తుల) కుండలిని $ 


x2 + y2 = &ఇ2 ఆధారము కల లంబ స్తూపము గీయుబడిన, జనకరేఖతో స్టిరక్‌ “ణము 


ఏర్ప రచు, వ[కమును (లంబ) వర్తుల కుండలిని అంటాము. 


2.17 'స్తూవముపె గీయబడిన వక్రముల వాలు వక్రత = లంబవకతలు 

ఒక స్ఫూపముసె జనకరేఖతో స్థిరకోణాము ఇ ఏర్పరచు వ్మకము (కుండలిని) కి 
క ల. _ 3 లై 
(1) k, = k 00566 6, T= k, Sina cos 6 _బిందువు P వద్ద వకము యొక్క. వ(కత 1౬, ఆ 


బిందువు ద్వార పోవు స్టూపము యొక్క లంబఛేదనము వక్రత k,. మరియు (191%, 7లు 


స్థిరరాశులుగా కల వ(క్రము వర్తుల కుండలిని మాతమే అవుతుంది. 
(౮ 


/ 


mT] 


ah 






లా 
తన్‌ 


Bh) 
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న కుండలిని 1 
స్టూపము యొక్క అక్టము - వెంబడి యూనిట్‌ సదిశ న (కను ఇక 
లంబముగా కల 'సమతలము 7లో వొక ప్రపరిచిన 7లో ౨) యొక్క విక్తేపము PG. 


అవుతుంది. 
వజ వా (0-2) 2 — (Db 
= ri=ri-(rl-a)a=t-acosa — (2) 


1 
= ti 7 =t-—-acosd 


5, 
= fae i SOE MEY ON ORE 9 
ds, 
వ ds, = sina ds 
కావున t, = coseca t — cotaa. అవుతుంది. 
ds, 
= k 15m fp పే kn coseca =n, =n మరియు 
k, =k 6056601 ఆవుతుంది. 
k 
కుండలి వ్యకమున 7 tana 


కావున ₹= 1 6060 లేక k, sina cosa అవుతుంది. 


॥ , k: 
(యక్ష ఇలు స్రరరాశులయిన 7 స్తోరాశి అవుతుంది కావున వకము కుండలిని అవుతుంది. . 
ప్టీరరాకి కావున మ = 1౬ 058620 కూడ స్థీరరాశి అవుతుంది కావున వృక్షము కలిగిన స్టూపమ 


వృత్తాకార స్లూపము అవుతుంది. 


ఉదా 27 1 386 = 202 అయినప్పుడు ౫ = (8, ఏ2, cu3) కుండలిని అవుతుంది. 


r=(au, పయి యర) =i = (a, 2bu, 3cud),F = (0, 2b, 6eu), 
"r= (0, 0, 60) మరియు 


fF AF = (ఈలి, _ 6acu,-2ab); FF F]= 12abc అవుతాయి. 





lz a ram యాలో +9212 + a2b2) 12. - 
ki +a V2 
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err) 3206 


శ “ uf +92 టట “తమి © 


Ir ar |2 


k_ 2 902020 + 9220202 + 2202 ౩2 
గా 


_ 3abc _ WS92uf+4b%02+a2 _ 


హా 


3ac = t 2b2 లేక 9422062 = 4b అయినప్పుడు 





k__2 9buf+d4bu2+a2b? 32 202 lea 
tT 3abc_ 92ut+4b2u2+a2 _  3ac థా 
కావున వ(క్రము కుండలినిని సూచిస్తుంది. 
ఉదా 28 x= 264, y = 2at . అనుస్తూపముపె కుండలిని గీయబడిన దాని వక్రత, 


విమోటనములు కనుగొనండి. 
మొదట్‌ పద్దతి 8 7 = (జ 2at,s cosa) 3 r-=t= (@at 6, 2at", cosa) 


3 1 = (4a22 + 492) te + 6054061 
Es) 


లా dt _ sina 
ds 23a Vi+t2 
( 52201 —tsin2a k- sin2a 


కావున t= లాల 0 k= నాల.) 
లన = AI alr, 2a (1 = t2)%2 


ww 
“ఇది కుండలిని వక్రము కావున - = 12001 లేక 


SING 056%. 
= కా కానా... 


అజ్‌ 9/2 అవుతాయి. 
22.(1 + t2) 
"రెండవ పద్దతి ః ఈ స్ఫూపము యొక్క జనకరేఖలు || 2- అక్షము కావున ఓ సమతల వృక్షము 


యొక్క వకతను సూచిస్తుంది కావున 


(1+ 22 
p = pp, 605606, ౮= ౧ tana 


| 1 జ్జ $ 


సూత్రము లనుపయోగించి పె ఫలితములను సరిచూడవచ్చును. 
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2.18 వక్రత (సంస్పర్శకు) వృత్తము: 
అంతరాళము లోని వ[కముపె (3) బిందువులు P, Q,R © ద్వారా పోవు వృత్తే 
౧, 2[-- 9 అయిన] వద్ద వ(కతావృత్తము అనబడుతుంది. ఈ వ ఎత్తము సంస ఇల్ల 


తలములో ఉంబుంది కావున దీనిని సంస్పర్శక వృత్తము అని కూడ అంబాము. 


పటము - 2.12 
కేందము - వ్యాసార్లము ; 

r generic బిందువు, € కేందము, & వ్యాసార్రముగను కల సంస్పర్శక తలములో! 
వృత్తమును 1-6! = & అనుగోళము, సంస్పర్శక తలముల ఛేదన వ|కముచే సూచించవచ్చును 
ఈ గోళము 

r=r, (s), r = r, (5), r = కౌ (5) లచే సూచించబడు వఐ(కముపై బందువుల య్యా 
పోతుంది కావున గోళము, వ([కము ఖండన బిందువులు 

Ms) = [r(s) — cl. [rts) —-c] ను సాధిస్తే వసాయి. 

ఈ గోళము వ|కమును (8) ఏకీభవించు బిందువులలో ఖండించుకుంకేే 

(5) = 0, థ'౧59) = 0, థ'(5) = 0 అవుతుంది. 

> (- 62 = ఇ2, (1-6). =0,(-౮6).₹” + = 0 


న t 2 
r=trz=knr = 1 
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కావున పె నియమములు (“-6*2=2౨, (€(-6.€=0, (€-ల. 1=--౧ అవుతాయి. 
అనగా ౯-6 అభిలంబతలములో ఉంటుంది అట్ల సంస్పర్శ్గక తలములో ఉంటుంది. కావున 


౩-౪ (పధాన అభిలంబరేఖ దిశలో ఉండి ౫౫ చే సూచించబడుతుంది. 
(r-0.n=-p3 A=-p;(r-02=a23> az=p 
కావున €=r-/n లేక [+ pn అవుతుంది. . 


ఈ 1 
r+ ౧౬ వ కతౌ కేం[దమును, ౧| = వ|క్రతా వ్యాసార్రమును సూచిసాయి. 
స టో 


క _ 
అబ్లై ఒక వ[కమునకు వ =౮ను విమోలున వ్యాసార్దము అంటాము . 
_ గా ద : 


వక్రతా కేంద్రము (ప్రధాన అభిలంబరేఖపె వకము యొక్క P బిందువు నుండి ౧ దూరములో 


న్నా 
ఉంటుంది. (పటము 9 చూడండి. 


ధర్మములు థ్‌ 

(1) ఒక వకము యొక్క వ(క్రతా కేందముల బిందు పధమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ ఆ వక్రము 
యొక. అభిలంబతలములో ఉంటుంది. 
వకము యొక్క వ(కతా కేంద్రము € = శౌ = + ౧౫ అవుతుంది కావున కేం. దముల 

బిందుపథ వ[కమునకు 


ds ds *, ds 
t= (r+ pm ds, =[t+p బవ =(p' n + ౧౧) రక, ఆనుతుంది. 


అనగా వ(కతా కేందముల బిందు పథము యొక్క స్పర్శరేఖ ఆ వకము యొక్క 
అభిలంబతలములో ఉంటుంది. ఈ స్పర్శ రేఖ nలోచేయుకోణము 4 అయిన 
tan a=? అవుతుంది. 

(2) స్థిరవ[కత కలిగిన వకము C అయిన దాని వ(కతా కేందముల బిందుపధ వక్రము కూడ 
స్థిరవ[కతను కలిగి ఉంటుంది. దీని విమోటనము వక విమోటనమునకు విలోమాను 
పాతములో ఉంటింది. 


౧ స్థిరరాశి అయిన = 0 అవుతుంది కావున 
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ds ds 
ఓ =p = గ = ౧7 మరియు 


ds 
t=b» జ = nm || n, 
“॥ దిశను n, ౩-౫ అగునట్లు తీసికొనిన 





b, వళ్ళే గయ =b (—-n=t> ~11 n= = లేక లేక 


2 


k 1 
erate ఆవుతుంది. 


ఉదా 29 : సంస్పర్శక నృత్తమునకు దత్త వక్రముతో కనీసము 2 వ పరిమాణపు స్పర్శ వ్యవస్టి॥' 
మవుతుందని చూపండి. 
సంస్పర్శక వృత్తము 1-6] =( గోళము, అ = 0 సమతలముల ఛేదన వకవ: 
అవుతుంది. దత్తవ(కము 1 = (5) ఆం“ 
&(s) = (r(s) - ©). (r(s) - ©) p2 = 0. 


వక్రతా కేంద్రము C, వక్రముసె బిందువు-P(౯) అయిన CP అభిలంబ తలములో ఉంటూంది, 
= (r(s)—0). t= (19) -©). r=03 ¢(s) = 


కావున సంస్పర్శక వృత్తము దత్త వ(క్రముతో కనీసము 2 వ పరిమాణపు స్పర్శ కలిగి ఉంబుంది, 


2.19 వ[క్రతా (సంస ్పర్శక) గోళము | 


| 
ఇవ్వబడీన వ[కము యొక్క నాలుగు బిందువులు P, A,B,C ల దా ఇరా పోవు గోళము. 


A, B,C >P అయినప్పుడు P వద్ద వక్రమునకు గీయబడిన వకతా గోళము అవుతుంది. 
కేంద్రము యా వ్యాసార్ధము | 


5 'కేంద్రముగను, 2. వ్యాసార్థముగను కలగోళ సమీకరణము -8| = R అవుతుం! 
కావున 1 = ౯(5) వక్రముతో ఏర్పడు ఖండన బిందువులు $2) = ([- 8)2- R2౫0 యొక. 
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మూలములచే సూచింపబడుతాయి. ఈ గోళము వకమును (4) ఏకీభవించు బిందువుల వద్ద 


ఖండిస్తుంది కావున 
(ls) = 03 (r-—s)=R2;6¢{(s)=(r-s).r=0 లేక 


(r—s).t=0> (0-8) అభిలంబతలములో ఉంటుంది. 
b"(s) =(r-s).r +r.r=0 
3 kGkr-s).n+l=0 లేక (r-s.n+p=0 

మరియు 4"(s)=(౯r-s).r"'+3r.r =0 
అ (6-8). (kn) + 3k (t.n)=0 (లేక 1 = 0) 
> k(r-s).n+k(r-s).(tb-kt)=0;(r-s).t=0 
3 (r-s).(k n+kTb)=0>» kr (౯ - 9). b = 


లేక (౯ూ-5).b=p2?౮k' లేక -౧'౮ అవుతుంది. 


జీ 





ను పటము _ ౨2.13 


50 అవకలన జ్యామితి 
కౌ- 5 అభిలంబతలములో ఉంటుంది కావున 
కౌ--కవ గ + ఒం 385s=r-}్నn-—~|b 

రూపములో ఉంటుంది. పె సమీకరణములనుండి = --౧, 1 = ౧2౮ ]౯ అవుతుంది. కావున' 


వ[కతా గోళకేందము 7+ ౧౫ + ౧' ౮b మరియు వ[కతాగోళ వ్యాసార్హము 


టి 
|| 24241 
గె= స + 12 = 02 + ౧6 లక 


అవుతుంది. వృకతా గోళ కేందము అభిలంబతలములో ఉపాభిలంబరేఖకు సమాంతరరే? 


1 


(ధృవాక్షము లేక వ[కతా బై ఎత్తాకము. న ఉం:ఎంది. 


సూచన : స్థరవకత కలిగిన వ[కములకు ౧ = 0 అవుతుంది కావున $= 1 + ౧౫ అనగా వ( కలా. 


వ ఎత్తకేం్యదముతో వ[కతా గో భకేం[ దము ఏకీభవిస్తుంది. 











ltat" 
ఉదా 80 : వకతా గోళ వ్యాసార్ధము - శ్రా అవుతుంది. 
tat (tara(kn)) tarlkn+k(tb — kt)} k'b - ktn 
బి 2 k2 7 “ Rr 
tat! Vir”, k272 
కావున mr = k2 12 = R అవుతుంది. 


ఉదా, 81. ఒక వ[కము యొక్క వ[కతా వృత్త కేం దము యొక్క బిందు ఐధవ( కము 






చ తే ds 
షక్రతకలిగి ఉంటుందని చూపండి. వకతా వృత్త కందము €=r+౧p॥ పాదిక 1 చే 
వ[కవృత్తకేందబిందు పధమునకు సంబంధించిన రాశులను సూచించిన 


vd ఖా 1 క 
i Ts 1i51>=t+pn+p(Gb-ktH=p'n+ptb 


2 
కా 5) = Vp +022 ఇడ 


cp n+pb 0 \ 
నగా శ వాకా లేక క్‌ హ్‌ n J అవుతుంది. 


అంతరాళంలోని వ(కొలు 51 


R U 
దీనిని సా t=b+ hn —(1),h = ---- (2) గా వ్రాయవచ్చును. 
R2 = ౧2 + ౧ ౮2 లేక ౧2 (1 + 2) ---- (3 అవుతుంది. 
(R\, CRY’ యట మ 
BN J న = = 11 లేక Ney y= = — (4) అవుతుంది. 


ఇప్పుడు సమీకరణము (1) నిద ఎమ అవకలనము చేసిన 


R (RY: 
— | అష శ 


స — h' h (tb ~k 
Pi 115 vy j=-—m+hn+h(t Pg t) 
k, 


R2 
లేక 





be (ఎంకి (రు _ Lins 
న ళ్న్‌=ర్భా t+|h ర b అవుతుంది. 


po 1 
2 
(RY యిరు. కి 
లేం చెం 6౮ లె 6౮/. 





2 2 2-2 2 2 
లేక క = dn” కింది 20 (M+) ల కో లేక 








2 
ఎక్‌ (తం. +g + as (3) నుండి 
(h'p2 oc DO రో 





rs -E + (2) నురిడి అవుతుంది. 
( 


ఉదా ౮2 : అంతరాళములోని వ్యకమునకు ఒక బిందువు వద్ద గీయబడిన వృక్రతా గోళకేందము, 


వ్యాసార్దము లను కార్తీజియన్‌ నిరూపకములలో (వాయండి. 


= (x, Y, z) న్‌ r = t = (౫, y, z), కై చూ kn మ (2; 9 z) 





2 2 212 x ఏ 2%. 
ఖ్‌ అట్‌ ఉం మరియు ఇ = కా గాడా 
YY z' అయి Zz, y z' x" _ x z"' x mt y' x" 1 
hse k లి ్ర k | న 


క యా 


అపకలన జ్యామి, 





ర్‌ 
Ib'l| వా 2 
Kk (y' yA వ z' + '' ౧ = (y' డా! వ "A y") k' 
k2 | 
kte x" —-x2')-(e Xx - xz)k 
k2 | 
k (x' y వా y x") . (x y వ y x) k' 
k2 
లేక 
fy gs అ r' 7 ''' (y' z"' = z' y") (x"' x" + 7 '' y" క్‌ ౭" ' 2) 
rr నానన స ౧ y ses ¥ “ 
|| k 
అవుతుంది. 
కావున వ! కతాగోళ కేందము ౫ - నిరూపకము 
Oe. Ee ahh, sd 
xX + k k3 7 (y రోజో Z y") 
మరియు వ|క్రతా గోళ వ్యాసార్దము 
© 
1 k' 
on k2 ki 
i 9 gy-1l - 111 VE gE agg) 2s 1/2 
= (x +y' +z ) టే 2 TE | 
|| (x +ty' +z ) 2 
౨ివుతుంది. 
ధర్మములు ః 


అంతరాళములోని వ(కము Cc యుక్క_ వ(కతా గోళ కేందముల బిందు పధము ర అయిన 

1) గ యొక్క స్పర్శ రీ, (ప్రధాన అబిలంబరేఖ, ఉపాభిలంబరేఖలు వరుసగ 6 యెమిక్క 
జా ల౦లబలరేభి, (ప్రధాన అభిలంబరే, స్పర్శ రేఖలకు సమాంతరముగ ఉంటాయి. 

2) cc © వ(కతల లబ్దము వాటీ విమోబనముల లబ్దమునకు సమానము మరియు 

9) 6 యొక్క (ప్రతిబిందువు 6 యొక్క అనురూప బిందువు వద్ద గీయబడిన వకతా మృత్త 


కేందము అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము 6 స్థరవ(కత కలిగి ఉండులు. 


ఆంతరాళంలోని వకాలు 


6 యొక్క జ్యామితీయ రాశులకు పాదిక 1 ఉపయోగించిన, వ[కతా గోళకేందము 


S=r+pn + ౮p' b అవుతుంది. 


ఇచ్చట Pm) 6 పై బిందువు PY) కు 6 అనురూపబిందువు (క) అయిన 


ds ds, 
ds, J =t+p n+p(tb- kt) +(p' 6) b-— pn. 


= శే క = [౧7+ (౧'ర'] ప 


ds, 
—_ t, || b y= PT+ (p' 0) 


6] యొక్క చాపమును t,, పే లు ఒకే దిశలో ఉండునట్లు తీసికొనిన t, = bీ అవుతుంది. 


km జభ n,l| n;k,[pr+(p o)l=7 
ds 
అవుతుంది. ఇచలు ॥ దిశను ౧ కు వ్యతిరేక దిశలో తీసికొనిన 1 |=గ్యా అవుతుంది. 
5 
ఇప్పుడు 
b,=tAn,=b,(-n)=t అనగా b, || ౪ అవుతుంది ---(1) 


దీనిని 5, దృష్ట్వా అవకలనము చేసిన 


ds ds 
—T1 0, = ముగ నే =, లేక 


ds, 
k = గా kk, = 77, అవుతుంది. —— (2) 


ds 
ఇదే విధముగా 7 = k= లేక k, [౧7 + (౧' 6] అవుతుంది. 
ప సమీకరణము, 


k 
షం ళా (p' 0) aha కాలే 


pk, =1, Tt, = 2 అవుతుంది. 
అనగా 6 కీ సిర వకత ఉండినప ప్పుడు ఏమోాలటనముల లబ్దము స్లిరరాశి మరియు ౦ యొక్క 


వ|కతకూడ స్లిరరాశి అవుతుంది. 


ర్‌4 ఆవకలన జ్యామి, 





పటము - 2.14: 


ఉదా 33: r= (26+ 1, 3t? +2, 4 + 3) అను వకమునకు (1, 2, 3) వద్ద 
(1) సంస్పర్శక గోళ సమీకరణము, (11) సంస్పర్శక వృత్త సమీకరణములు (వాయ రడ, 
P(1,2,3)>3 t=0;r= (90+ 1, 064 + 2), (టి + 3)) 


= 1= (2, ఈ 12t2, t = (0, 6. 240. r = (0, 0, 24). 
€= 0 వద్ద? = (2, 0, 0), 1 = (0, 6, 0), 7 = (0, 0, 24) 


సంస్పర్శక గోళముపె వకము యొక్క (4) ఏకీభవించు బిందువులుంబాయి. 


3 థి€0=0=[[-01+(2-9) + (9-౫) k]2-a2= 0, 
ఇచ్చట (6 0,1) గోళకేం[దం 


థే(6=0=[1-0య4169-090)+-౪)క.బైఐ0=ఎ 6=1 


¢(t=0=[1-WVi+@-PBj+(B-Pk].6j+22=02 B= 


| 00 


HU t=0=|[1-Vi+2-BDj+8-Ykl.24k+3(0)=0>3 y= 3 


సంస్పర్శక గోళ కేంద్రము 138, 
| 
వ్యాసార్హము = (1,2,8) -. 133 = 


కావున సంస్పర్శక గోళ సమీకరణము 


ఆంతరాళంలోని నకాలు న్‌ 


RCN Oy ద 
(x య జ 3, +(2-3)2=౫ లేక 


3 (x2 + y2 + 22) - ఈం 16y - 182 + 50 = 0 అవుతుంది. 


న్‌ా 
అక 


సంస్పర్శల సమికరణము = మ. ౫1? =౦ లేక 
a«-Di+y-Dj+(e-3kl].lk=0-> 2-3=0 
కావున సంస్పర్శక వృత్తము పె గోళము, సమతలముల ఛేదనము అనగా 


ళీ 3x2 + 3y2 — 6x - 16 + 28 = 0 అవుతుంది. 


ఉదా $4: r=(ac0st, a sint,a 009 8 ఏ అనుకుండలినికి గోలళీయ వక్రతా వ్యాసార్దము, 
a 


ష్మకతా వృత్త వ్యానార్రములు న మానము. 


r=(acost,asint,acosBt)> r=(-—asint,acos t, a cos 1) 


sin t cos t pt : , 
(60566 PB’ 60566 గ" ర్న yds a cosec గ్రా. 


/ —cost —sint sin? B 


\acosec® B’ a 605602 | కమ me 


కావున kn = 


nz=(-cost,-sin t, 0), b=tA n= (sin r cos B, - cos t cos B, sin B) 


, “00565100 cosB sintsinB cos sin B cos 
Br BEES న 


థి 


2 
k +m2k2 1 


సూచన : ఈ వకమునకు స్థిరవకత కలదు కావున ర 2.19 యొక్క త వ ధర్మమును 


ఉపయోగించి కూడ ఫలితములను సరిచూడవచు ఎను. 


ఉదా తిడ్‌ ; 5, ఒక వ్యకము యొక్క వ(కతా గోళ కేందముల బిందుపధము యొక్క ఛాపమును 


సూచిేే 


న్‌ ఇయ 
(i) ds, = R dR/V R2—p2, (1 గ్య ఇరా: 


56 


అవకలన జ్యామి! 
Rp dR | 3 
M16, జగము రియు (iv) pp, = ౮6౮ అని చూపండి. 
R2=p2+p ‘SRE =RR'=pp +00)” 
RR p 1 క 
pods c+ ® రు = 4s 
s dR 
1 Re (.A=-—p,u=-plo,R2=్న2+12) — 0) 


R=p +p 62 = RE p= ppY + (plo) (pl o)f 


PR క్ష్‌ ఎక్‌ +p (ల్లో 


౮ 


కాని T, = 


pr+ploy 1 ఎక్‌ +p (ల, 


Rp dR 


రా భూ FT — (1 
§ 2.19 యొక్క. ధర్మములలో Tt, = kk, ఆని చూసినాము 


= pp, = 66 — (౪) అవుతుంది. 


గమ, 6౪) ల నుండి ౧ = RG అవుతుంది 1) 
గా J 
లేక Kp" మా తక 
plo ds 
dp 
pl ds 
ATF క 
ds ds 
dR ds dR 


3p =i = Ra అవుతుంది. 


ఉదా 36: ఒక వ్మకము గోళము పె ఉండుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము ఆ ప(కము 
క్‌ * 
వ BR |B - 
యొక్క (ప్రతిబిందువు వద్ద రా + | కా! =0 అని చూపండి. 


అంతరాళంలోని వకాలు 57: 


ఆవశ్యకము ః వక్రము గ్‌ ళముపై ఉండిన ఆ గోళము వృ్యక్రము యొక్క (పతిబిందువునకు 
సంస్సర్శక గోళము అవుతుంది. 
ల్‌ క్‌ 
[2 = ౧2 + ౧4 రో= ౧2 +57 


న ల 
| =0 అక్‌ + (కా! = 0 అవుతుంది. 


op! 


= చే గుణించిన 


d (052 ల 
2 ౧౧+ లా ట్ల | = 0 sel Ce R2 = సిరరాణి. 
గం 72 రు 


పర్యాప్తము ః దత్త సమీకరణమును 


ds 


౫ షృకము యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద ఒకే సంస్పర్శక గోళము ఉంటుంది అనగా 


వకము ఈ గోళముపె ఉంటుంది. 


2.20 గ్లోఖీయ ప్రాతినిధ్యము : 





పటము 2.15 


58 అవకలన జ్యూమి! 


నిర్వచనము - కే; 

ఒక వ([కము 6 కి గీయబడీన యూనిట్‌ స్పర్శరేఖలు (పధాని అభిఅంబదేఖ౬& 
ఉపాభిలంబరేఖలు ఒక బిందువు 0 వద్ద గుర్తింపబడిన ఈ సదిశల చివరిబిందువుల దిందుపధమ 
యూనిట్‌ వ్యాసార్హము కలగోళముపె ఏర్పరచు వకము[ల)ను 6 యొక్క గోళీయ ప్రాతినిభ్యమ 


(గోలీయసూచికి అంటాము. ఈ రెండు వ|కముల (వము, దాని ప్రతిబింబముల) ము 


అన్వేకానురూపత వ్యవస్థితము అవుతుంది. 


విర ఫచనము - 2; 

ఇవ్వబడిన వకము యొక్క యూనిట్‌ స్పర్వరేఖ స్థాన సదిశ కలిగిన బిందువు యెముక్క 
బిందు పధము స్పర్శరేఖ యొక్క గోళయ సూచిక అవుతుంది. అట్లే (పధాన అభిల అంబర 
ఉపాధిలంబరేఖల గోళీయ సూచికలు కూడ నిర్వచింపబడుతాయి. 

స్పర్శరేఖి యొక్క గోళీయ సూచిక యొక్క చాపములో మార్పు రిక, రెండు నామిష 
బిందువుల స్పర్శరేఖలు t,t, + 6t ల మధ్యకోణము ర6 అయిన 


ds 
ds, = 66 = గై db =k: లేక 


ds “ds 
సమతల వ(క్రములకు వ(కతను స్పర్శరేఖ యొక్క వంపురేటుగ సాధార ణముగ వాడుతామూ _ 


గోళీయ నూచదికకు వక్రత - విమోటనములు ః 


(A) స్పర్శరేఖ యొక్క గోళలియ సూచికకు 


1 ds ds 65 
r =t>» = rT గం 1704 = 3 = k మరియు 
dt ‘ 
1 dn ds tb — kt 
hin ig డో m= అనగా 





అంతరాళంటోని వ్మకాలు 


గోలీయ సూచిక వ(కత్మ వృత్తాకార వ(కతల నిష్పత్తి అవుతుంది. ఈ గోళీయ పూచిక యొ 
ఉపాభిలంబరేఖ 


జ, tt+kb 
వ గోలీయ పూచిక R = 1 గోళముపై కలదు 


ర్త 
= గ్లై2 = 1 k 12+ kr 





క kt లేక 
మే 
12 “Eps — (2) 
సమీకరణము (1) 
fk rk! 
Kk, వ! 5+ = నైన | = kk er 
సమీకరణము (2) 
kk! k-th) 2 kk 
=r శ ట్రం 2  (2+kd7T 
లా గళ్‌ 1k) 
వనక అవుతుంది. 


(3) (ప్రధాన అభిలంబరేఖ యొక్క గోళీయ నూచికకు 


dr.. 
i dn. ds 
ids, “ds ds = (th — Em 


me 2 పాటల 
వ క + k2) 


స సమీకరణమును కద షా -అఆవకలనము చేసిన 


Dp డై " tb-kt l 
Kk, mM “ds G2 + మట (72 + k2) + 


అ (2 +7 k,n, ౯? kr kD) 6-02 72 n + k (kt ళం b 
" జ kk Tye 
+ 12) 
కడ ఇల 
నా 1 mE 1) 


లేక k,2 = 1 అవుతుంది. 


R2 విలువనుండీ & 
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k,2 విలువనుండి ఓ, క 


: (k2 + 72)3 (kr —k' ౧ (kr kM చ 3 kr - kk) (k2 + 72) (kk! + 11) 


సుప! (k2 + 72) (6-౭ kr — kT) — 3 0౧-౬2 (మ + tt!) 


వస్తుంది. దీనినుండి ఇ కనుగొనవచ్చును: 


(ర) ఉపాభిలంబరేఖల గోళీయ సూచికకు 


ds i 
r=b> 1=-m4- జ గ ఇర ల్యే = - ౬ 


(tb — kt) శ్‌ rk 2 
. kn = జా. య , అవుతుంది. 
(౬ k,1)2 

క నం 

శి రక్‌! - సం 

చె సమీకరణమునుండి k, k,' ననా న 
(ద - +1" k)2 
2 Rr heii UES posters] 

కావున 1,“ = 12 2 + ke) అవుతుంది, 


ఉదా 37: ఒక. వుక్రమునకు రెండు బిందువుల: వద్ద గీసిన గోలీయ వక్రతా వ్యాసార్దము ల 


మద వా చామ ఆల న్‌ అక్‌ పంటి 
సకల లా ఫ్‌ a య ళ్‌ dR, ప్పత్త ఇబుంయ, 


అంతరాళము లోని రెండు సామీప్య బిందువుల వద్ద గేసిన వక్రతా గోళముల కేంద్రములు 5(5) 
H(h) అయిన 
S=r+pn+ 0p! b=r + Mఅనుకొనుము, 
M=pn+op'b. రలు వ[కము మీది బిందువులియిన SP సమీకరణము 
R=r+ pM, HQ సమీకరణము R= (r + dr) + q(M + 5M అవుతుంది. 
; HQ అను వాటి అల్పతమదూర -రేఖ 1, M అలో 'ఖండించినప్పుడు 8P.నిL% :1 


త్తిలో .విభజిస్తుందనుకుంబి 1 స్టానసదిశ 


ఆంతరాళంలోని వ(కాలు 


Ar + 10+ మ) I+M 
A+l rE ఆవుతుంది. 


LMLHQ,LMLSP= LM|| SPAHQ=MA(M+5M)=MAM'. 
LM, HQ లు కల సమతల సమీకరణము 

౧౫ — ౮ + ఇం, నెక + 5M, M 4M] = 0 అవుతుంది. 
1, దీనిలో బిందువు కావున 


M M క 
| + శా (పతోక్లేపించిన Tt =I 





IM రశ MAaMIJ=(l1+)[r,M+5M,MAaM']=0 
ఆవుతుంది. 
. [మ, రిక్‌ MA M'] - 0 కావున 8 చే భాగించి అవధి తీసికొనిన 
[గ్‌ M', [క ౧ గడ్‌) =(1+౫) 4 వక సెక్‌ + 1%) లేక 


| (క్స్‌ వక్‌, నెక్‌ ౧ ౧౧+ ౧4 € సక్‌ ౧ సెక] 


[tt MMaAaM] 
శ (క్స్‌ సెక్‌! + € సెక్‌ ౧ 4౬!) ణ్‌ 
.. అనగా ౫ = రా అవుతుంది. 


కక్‌ = ౧౨ + 601ప శ, పైకీ! = ౧ (tb-—kt) + p'n-—op' (mn) + (600 b 
అ M'=-—t:+ {pt + (6p) సీ = -€+ [bలనుకొనుము. 
MaM = ౧౧1 - 6౮౧] n + pb అవుతుంది కావున 


(pn + 60 య, put —op'n+pb] ౯ 12 ౧2౬2 


4 t,pn+0p',put—cprn+pb] ౧2+(000 మె 
'_ R2 విలువనుండి 
వ RR' = pp" + (60% (op!) = RSE = =o (pt + (6౧ ౧%) = of yu 
aR 
Ww pS 


pre 2౧2 11202 గమ oc dp 
లేక = = 57  లేక1:).= స్‌ అవుతుంది. 
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ఉదా 38: వర్తుల కుండలిని యొక్క. గోళీయ సూచికలు వృత్తములవుతాయని చూపండి. 
మొదటి పద్దతి $ 
వ(క్రము 7 = (8 608 6, 2 sin 6, 66) = r! = (~ a sin 6, a cos 8, c). 6 


౧16 .1 


Kore 


 t=(Capsin6d,apcos9, cl) = kn = (— ap2 cos 0, a2 sin 0, 0) 


ఇ 


జ u( అనుకొనుము) 


ఎ k=aq2;n=(—-c0s60,—-sin9,0)-> b=tAan=(cusin 60, — cL cos 0, ap 
= — n= (ql cos 0, qu! sin 8, 0) 2 7 = 612 
“౨ య స్పర్శరేఖల గోళీయ సూచిక సమీకరణము r=t;x=-—ajsin6,y= ap cos 0 
2 = (1 లేక 22 + 2 = 82 (2, 2 = 61౬ అనువృత్తము అవుతుంది. 
(11) (పధాన అభిలంబల గోళీయ సూచిక సమీకరణము r =n 
= x=-c0s0,y=-sin6,z=0 లేక ౫) +y2= 1,2 = 0 అనువృత్తము మరియు 


(111) ఉపాభిలంబరేఖల గోలళీయ సూచిక సమీకరణము 


r=b ౨-౫2 +౪2 = 2 2, 2 = ఇ అనువృత్తము అవుతాయి. 


రెండవ పద్దతి ః 


k “a 
దత్త వ(కము వర్తుల కుండలిని కావున - = tan 1) అవుతుంది. కొవున 


2 
1) క్ష క 
k, = ఓ సగ =cosec0= స్థిరరాశి 


కావున స్పర్శరేఖల గోళలీయ సూచికలు వృత్తములవుతాయి. 


1, (ktl—k1l2 12 
= I. =! 


కావున |పధాన ఆబిలంబరేఖ గోళీయ సూచికలు మరియు 
 k2 12 
కన > స + = 1 


 ఉపాభిలంబరేఖల గోళీయ సూచికలు వ త్తములు అవుతాయి. 
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221 Lancret సమీకరణము। 


వన్స్‌, కృొ ఒక వకము యొక్క t, n, b ల గోళీయ సూచికల సచాపములయిన 


ds, ds re? ds 
rare + 72) మరియు గా =7 


అవుతాయని చూపినాము. 
వూ (ds )2 = (ds,)* + (ds, )2. 
దీనిని Lancret సమీకరణము అనియు [(ds, )2 + (ds,)2]"* ను వకము యొక్క త తీయ 


ఐ(కత అని అంటాము. 


సూచన : విభిన్న వ్మకములకు ఒకే గోఖీయ సూచికలు ఉండే అవకాశము కూడ, వ్యవస్థితము. 
ఒకే సమతలములోని విభిన్న వ్యాసార్హములు, విభిన్నకేంద్రములు కలవృత్తములకు, సహక్ష 


స్టూపములపె కలవర్తులకుండలినులకు ఈ ధర్మము వర్తిస్తుంది. 


2.22 ఒక బిందువు వద్ద వక్రము యొక్క ఆకారము: 





పబుము - 2.16 
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ఒక వృక్షము యొక్క చలన బిందువు P యొక్క నిరూపకములు వ[కచాపము పొడవును 


సూచించే స్టిరబిందువు 0 వద్ద కల + 3, b లచే సూచించిన * ౫, 2 లను 5* వరకు 


వ్యక్తపరచవచ్చును. / 


OP ఇవ, వై: (63, ౯ అయిన 
OP=r=xt+yn+zb=x +yj+2zk 


అవుతుంది. పక సమీకరణము r =r(5) అయిన s=0 సామీప ప్యములో మెక్లారిన్‌ విస్తరణ, 


(ప్రకారము 


wy) 3 
= 1 వ 1 వ్‌ {tf ఎ 
r(s) = r(0) + sr (0) +57 (0) +3 r (0); 


r{(s)=t,r'(s)=kn,r' ''(s)=—-k2t+k' మ + సి. 


ఆవుతాయి కావున! 5 = 0 వద్ద 


xt+yn+ 2b =st+ 5 kn +5 Ok2t+k"n+ kt) లేక 


తి. sk 3k _5 kt 
» y= p+ Ge 2m 


మ = కాడా a 9 





mous 





అవుతాయి. ఈ సమీకరణములను వ్యకము యొక్క. విధిత సమీకరణములు అంటాము, 


5 = 0 యొక్క సామీప్యములో చలన నిరూపక తలములప ఈ వ(కము యెముక్క 


విక్లేపములు మొదటి పదములు మా(తమే (వాసన 





kx2 
FE) సంస్పర్శ్గకతలములో ౫ = క్‌, y= లేక క్ర 7 న్న ॥ 
షు చాపకలనీయ తలములో ౫ = ౩, 2 = న లేక ౫౩ = = మరియు 


3 
111) అభిలంబతలములో y a z= స్‌ లేక ie = - 272 LE ఆవుతాయి. 





ఆవి పటములో ఈ (కింది విధముగ గుర్తించబడుతాయి. 
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గ hb ( 


వళ్ళ 


ఆ 
1 


Pr 


కా 
క్‌ి 


«ty 


(110 


ప జల టం | స! 


2.23 ఒక బిందువు సామీప్యములో t,n,b © విస్తరణ: 
ఒక వకము ౮ పె స్టిరబిందువు A, దీని యాదృచ్చిక స్తాన సదిశ 2) మరియు దీని 
సామిష్యబిందువు = అయిన P వద్ద |పమేయము f విస్తరణ 
52 59 
f(a +s) = f(a) + sf' (a) + కా ff" (a)+3 f'''(a)+... అవుతుంది. 
P వద్ద స్పర్శరేఖ t, విస్తరణకు f(a) బదులు t |వాస్తాము. 
52 ఏ 52 
t =tzst + tz t"'-=t+sknt+z (k'n+ktb-k2t) 
p 2 6 2 
న్‌ క 
+p |-3kkt+k kM) n+ (kr! *2ల 7b 


' అవుతుంది. (5 వరకు పదములు వ్రాయగు. 
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ఇకో 


66 
1 2 . 
t ER త = a ks PR sen (k3 + kw? ఎ కే) 5 n 
మనగ స్‌ 2 క 2 = 
| క్‌ (1) 
4 kis + kl +2 DG b అవుతుంది. 
P వద (ప్రధాన అభిలంబరేఇఖ మ అయితే 
ది Pp 
n+sb-k) +5 kt +2 9 + Tb] 
k2) b + rit hb. 


ECM న (+ (3 kl +m) 2-? (+ 
| kl s2 it 2 An 
2 n= F¥- +7 kit+k(k +t) శ్ర! 


౧ + 9 
+'1-(2 + k2) హ్హ్‌ - (kk! + xt) ఇ n 


(rll (2 + క2) క్‌ గ్గ “సె అవుతుంథి. - (2) 


“— 71s 
+ s+ +1 


P పద్ద ఉపాభిలంబరేఖ b అయితే 
శ్ర 
b+s-mw+7 (kit —n-7 b) + 


b= 
p 
క్‌ [లే + kt) t + (k2 7 3-miD)n-31mb] 
క 241 8 | న 
లేక స్వే = క (యల గా t+ - 5 - | TL క్‌ు గదళ+శళతేం శే nn 
Hau 2 +6 _ 
9 32 వే 1 
+ 1-5 _ పీలా b అవుతుంది. Me 
\ 2 2 J) 
ఈ ఫలితాన్ని b =t A nm, నుపయోగించి సరిచూడండి. 


ఉదా 39: ఒక వక్రముపై 0,P లు సామీప్య బిందువులు, చూపము 0P =5 అయిన ౦, Pt 


వద్ద గీసిన (ప్రధాన అభిలంబరేఖల మధ్యకోణము కనుగొనండి 


0, వీ అ వద్ద వకమునకు గ్‌సీన (ప్రధాన అభిలంబరేఖల దిక్‌ సంఖ్యలు వరుసగ 


(0, 1, 0), (— ks, 1, 75) అవుతాయి కాఫ్రైన వాటి మధ్యకోణము 6 అయిన 


1 62 
cos 9 = ————————————_ el] 
mer న 5+ 0 (6) 
-L 2 (21 v2 
ఐ 1 _క్తీ = (1+ s2 (2 + k2)}2 = EE ప నీ 


= 6=5 (12+ 2) 2 అవుతుంది. 


ఉదా 40: ఒక వ(కముపై 9 దూరములో కల బిందువుల వద్ద స్పర్శరేఖలు గీయబడిన వాచి 
ఏలే 


ఉమ్మడి లంబము d సుమారుగ 12 





ఉంటుందని చూపండి. 


(S) దూరములో కల బిందువులు P, Q ల పరామితులను 5 గ తీసికొనిన నిటి 
స్థానసదిశలు (0), (5) ; ఈ బిందువుల వద్ద వ(కమునకు గీసిన యూనిబ్‌ స్పర్శరేఖలు 
r'(0,r' (s) అవుతాయి. ఈ స్పర్శరేఖలకు ఉమ్మడి లంబము శ (9౧కు (0కు 


సమాంతరముగ ఉంటుంది కావున 


లే ( [Cr(s) - r(0)), r' (9) r' (0)] 
డే= 3 (59) ౧కు (0) పై PQ యొక్క విశ్రేపము TTT TE 


2 3 
కాని r(s)=n0)-st+5 n+ = (క t+k'n+krt)+ (కీ) 
ఆ r'(s)=t+2skn+s2k'n -sk2t +s2kTb +0(s3) 


r (0)=t- r'(s)Aar'(0)= s2. kn —(k' s2 + 2sk) b 


1/2 
అ Ir'(s-r' (0)! =[sk2T+(k's2+2sk)2] = 29] [సుమారుగ]; 


2 
నా / 5 k She ! కే k2 ₹ sf k2 ₹ వీ k2 ₹ 
Lr(s) -r(0), r' (s), r'(0)] 53 &: ॥ | =: == వరో 
వు వాయి న 
(6 _/ 


వే kT 
12 





కావున d = (సుమారుగ) అవుతుంది. 
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ఉదా 41: ఒక వకముపె 5 దూరములో కల రెండు బిందువుల వద్ద గీయబడిన (పథాన 
అభిల ంబరేఖల మధ్యకల అత్యల్ప దూరము 5p [p2 +02] అనియు అది వకతాౌ 
వ్యాసార్హమును ౧2 : ౮2 నిష్పత్తిలో విభజిస్తుందనియు చూపండి. 

(ఏ ₹(09, ౧౫+ £) అనునవి 1 = ౫(3) అను వకముపెకల రెండు సామప్యబిందువులు, 


1,౨ + కమ లు ఈ బిందువుల వద్ద వుకమునకు గీసిన (ప్రధాన అభిలంబరేఖలు అయిన 
[రూ n, n + dn] 


వీటి మధ్యకల అలృతమ దూరము = రీ = inA(n+odn)| 


శ్రీ 
_ rt nn!) 


౨ రీ= శా ds (65 చే భాగించి ర5 30 గ తీసికొనిన) 
124 స! 


-1 -1 
a] ds =1tds (72 +k2)2 =p(p2+62)2 (435 


-1 
చాపము పొడవు 5 కావున ర= 90 (౧2+ ౮2)? అవుతుంది. 
(ii) P, Q ల వద్ద వృక్షమునకు గీయబడిన |పధాన అభిలంబరేఖలు AP, 3 అయిన 
AP:R=r+}in;BQ:R=(r+85 + pin + on) 
అవుతాయ్‌. AB = అల్బతమ దూరము =రr+(1-»)n+|రీ॥n అయిన 
AB 1 AP, AB 1 BQ 
= (5r+(u-An+p5n).n = 0, {fdr + th —-) n + ము. 5n =0 
2 గీ = 0 ;ర5 చే భాగించి అవధి తీసికొనిన (+ (1-౫) ౫ + in]. 22 = 0 
= Az=HiniT+k)-k=0(.- nl=tb-—kt కావున) 
ప 


P వద్ద వృక్రతా కేంద్రము 0 అయిన AB, PC ల నిష్పత్తి 











PA PA yp kk: kk k2 
AC PC-PA ౧-1 “1 k “2k BE 
' k k2+72 
నిష్పత్తిలో విభజిస్తుంది. 


అవగా CA : AP = p౧2; ౮2 అవుతుంది. 
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ది (0) 


పటము 2.18 


2.24 కేం దజము యా ప్రతికేం[దజము 

అంితరాతనినల్‌ బి ఒక వకము C యొక (ప్రతిబిందువు వద్ద గీసిన స్పర్శరిఖ ఇంకక 
వక్రము ర యొక్క ఏదొ ఒక బిందువు వద్ద అభిలంబరేఖ అగునట్లు ౮, ర, ల బిందువుల 
మధ్య అన్వేకానురూపత వ్యవస్థితమయిన C.ని ర యొక్క కేందజము అనియు Cను౦ 


యొక్క (పతికేం దజము అనియు అంటాము. 


2.24.1 ఇవ్వబడిన వ(క్రము యొక్క (పతికేం[దజము వ 
C యొక్క సమీకరణము r = r(5), C, యొక్క సమీకరణము లన (5) అయిన 


గ పె బిందువు గ, 1] =r+t చే సూచింపబడుతుంది. 
ds ds 
స మమ వ | పాడాను 
t,= (+ ౫0 ds, ద en In 
tt =0= 1+్న'=02 ౫+5=6 లేక = 6-5 అవుతుంది. 
నగ జజ కళ ( )t> ఆ ( as nme ) k 
అ 1 =r C—~—S5S}t> 1” C—5 ds, n= FT C—S}K., 


C, యొక్క ధనాత్మక దిశను t, = n అగునట్లు తీసికొనవలెను. 


~” ళ్‌ జ్‌. 
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ప్రతి కేందజము యొక్క వక్రత విమోటనములు ః 


;_Gb-kH 


tt =n» t, [ర k.n 


s}k ll 


tt + kb 


ఫే b, = t, A n= 2+ L212 : k2)12 


ds, (kT! —Tk') (kt — tb) లేక 
1M; నం నం 
(kT! — tk')2 
2 = ర ది. 


* పెఫరలితములనుk21=[t t' +) ను ఉపయోగించి కూడ కనుగొనవచు ను. 





పటము 2. 19 | 


సూచన 


(1) (పతికేందజము సమీకరణము rr=r+(c-s9t లో ఒక పరామితి (౧ ఉన దె కావు 


ఇవ్వబడిన వ[కమునకు ఏక అనంత [౧౦] ప్రతికేంద్రజములు ఉంటాయి. 


వ కీన్‌ న్‌ స్స్‌ లీ జీ a న్య hel 


(2) t, అ యి! చే k 


॥ అవుతుంది కావున రెండు (పతికేందజముల అనురూప బిందువుల 
1 


పెద్ద గీయబడిన స్పర్శరేఖలు సమాంతరము అవుతాయి. మరియు స్రరదూరములో 

ఉంటాయి. 

C పె స్థీరబిందువు P కి అనురూపముగ రెండు (పతికేందజములు ౮, ర్క లపె 
బిందువులను తీసికొనిన 

fr, = (c,—s)t+r, కావ (రృ లకు లీ +క [క ఆాక్ళా! = lc, —Cy| 


స్థిరదూరము అవుతుంది. 


2.24.2 వకము యొక్క కేం దజము క 


ఇంతకుముందు సాధించిన సమస్యకు క్ష్‌, విలోమ సమస స్య అంతరాళములోని వకము 
C (పతికేం[దజము అగు వ[కము GనుC యొక్క. కేందజము అంటాము. 

అంతరాళములోని వకము 1 = (5) అయిన దీని కేదజమునకు గీసిన స్పర్శరేఖలు ఈ 

వ కమునకు అభిలంబరేఖలు అవుతాయి, అనగ P(r) వద్ద గీసిన అభిలంబరేఖ PP, వకము 

C, కు స్పర్శరేఖ అవుతుంది. కావున P, బిందువు C యొక్క అభిలంబతలములో 


ఉంటుంది. 


అనగ r,=r+ ్మb+pn;(0h,pLలు5లో (పమేయములు) అవుతుంది. 


ta “ele uk) t+ (Ww —-N)n+ 0 +1) b 


౮ యొక్క అభిలంబతలములో శ ఉంటుంది కావున 


LL —At A MN +yT 


wr she ase =A 
t, = AQb + [యి మరియు | 0; గౌ rr (= A) 

సస 1 ఈ షి టె 
అ ల = cot z= Te tds = d( cot 1 
> Jrds=cotl(#)+a 


[ds ను 6$ (5) అనుకొనిన 
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౫౨౧ ౦౦€[థ(9౨-2] లేక 
౧ 0 [0 (3) + య్కెం =ల్లై -2 


అవుతుంది కావున వ|కము యొక్కకేందజ సమీకరణము 
మవ. + ౧౨-౧౧8 [6 (5) + 6 b అవుతుంది. 


,చన : 


(1) వక్రము ౦ యొక్క కేందజ సమీకరణము నుండి కేందజముపె కల బిందువు (44 
B) ఆ వృక్రము ( పె దాని అనురూప బిందువు P యొక్క ధృవాక్షము (2.19 చూడం! 


క ఉంటుందని గమనించవచు గను. 





పటము 2.20 


ఆంతరాశంలోసి వ।కాలు 


(2) ఒక వ్మకము యొక్క రెండు కేంద్రజములపై వృకము యొక్క బిందువు 
అనురూపబిందువులు శ, 3 లను కలుపురేఖ P వద్ద స్టిరకోణము చేస్తుంది. .పటవ 
లోని P,P లేక పటము 20 లోని శు యొక్క అభిలంబతలములో ౫ తో థీ ( 
కోణము చేస్తుంది కావున 
a= ౦-౦1 = ధి (5) + -[¢(s)+c}]l-t-c, = స్థిరకోణము. 


అనగా ఈ కోణము 4(5) ఏ లేక P పె-ఆధారపడదు. 


కేందజము యొక్క వక్రత, విమోటనములు $ 


కేం దజమ్వుపె కల చలన బిందువు యొక్క స్టానసదిశ 8 


కై ఇకా + 0మ (0 యఖ) ; ₹= (9) + అమ ౮ ()] =* '€ 


ds, 
= t am =p + pttan y) (n—tan yb) 


ds, kt sin y —-k! cos ౪ 
వే — (nl 
గా (p + pttan wy) sec y ల ke cose w 
కావున ty =ncosy—b sin y 
wu kt cos 
> కృత గయ cos y— kp sin y/k2 cos? ఇ 


k a k3 cos3 || t 
i 1ktsiny-_kcosy 1 
(పతి కేందజ వ(కము యొక్క ధనాత్మక దిశను ౨] = +-1 అగునట్లు తీసికొనవలెను. 


n,=-t కావుస 


b_=t.an.=bcoosy+nsiny 
l l న్నే 
క kt sin y -klrcosy 
హా హా n 
11 k2 cos? y 


n,=-t కావున 


—k sin yt: 


3 ర 2 
t= 05 అవుతుంది. 
1 (ktsin y— k' cos Wy) 
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ఉదా 42 : వర్తులకుండలివీకీ (పతికేందజము సమతలవ(క్రము అవుతుంది. 
మొదటి వద్దతి శ 

x 
క్ష గ 


వర్తులకుండలినికి = = స్టేరరాశి 


3 tkl-ktl= 03 1=0 


కావున వర్తుల కుండలిని యొక్క (వతికేం[దజము సమతల వ(క్రము అవుతుంది. 


రెండవ వద్దతి & 
వర్తులకుండలినికి సమీకరణము 
r = (a cos 0, a sin 0, a0 tan 0) 
= ts=(-asind,acos6,atana)> s=aseca లేక 
s=a0secat=(- 100050, cos 0 cos 0, sin 0) 
అవుతుంది కావున ఈ వకము యొక్క పతికేందజము సమీకరణము 
r=r+(c-st = ౫౬22605 60--(6--5) sin 0 cos 0, 
y=asin60+(c-—- 5s) cos 0 cos «, 


z=(a0tana+(c-s)sina})s=a0seca 


కావున x=a(cos6 +60 sin 0) —c sin 6000806, 
y =a(sin 0 —6 cos 6) + c cos 8 cos 04, z = c sin (6 (స్టిరరాశి) 


కావున వర్తులకుండలిని యొక్క |పతికేందజము (ఇఒ -) సమతల వ[కము అవుతుంది 


మరియు ఈ తలము స్టూపాక్టమునకు అలంబముగ ఉంటుంది. 


ఉదా 438 : వర్తుల కుండలినికి కేం దజము కనుగొనండి. 
r = r(s) అను వ కము యొక, కేం దజము R=r+pn-ptanl¢(s)+clb 
కే సూచింపబడుతుంది. 


క మునకు 


t= (— sin 0 cos 0, cos 0 cos 0, sin 0) 


అంతరాళంలోని వకాలు 75 


(— cos 6 6052 a - sin 2 


a8 ఇ (ఈ 


= = ( cos 0, - sin 0, 0) b= tA n = (sin 0 sin «a, —- cos 8 sin 0, cos 0), 
k =o ,_sinacose ¢(s)=Jtds=0sina 

అవుతాయి కావున. కేందజ వ(క్రము 
x=ac0s0—pcosO-p tan (0 sin a+ c) sin 691006 
y=asin0-psin0+ptan(0sina+c) cos 6 sinc, 


z=a0tana+ptan(0sina+ 0c) c0s 6 లచే సూచింపబడుతుంది. 


ఉదా 44: r= (31, 3౪2, 23) అను ౪౧౩౬64 ఘనవకమునకు (పతికేందజ సమీకరణములు 


(వాయ ౦డీ. 


r = (3u, 32, 2౬3) 





1 ల్ని 2u2 
du క్షే 

ణకు... జా! లు ది. 

s 3(1+2u2) er 


= $= 3u + 20. 
వృక్షము యొక్క- (పతికేం[దజము 


r=r+(c-s)t 


అవుతుంది కావున కాన్తీజియన్‌ విరూపకములలో ఈ సమీకరణము 


(6-౩2) oye cu 20) 20 
Pp 
een ae | క! 1+ 202 
93 (c — 3u — 2u3) 2u2 
యల నాననా 
కా 1+ 202 
న లి 4n3 

లేక cr+uu® 2 య-2౪ి + 2౪ ఇలు తుంగ (వ్రాయబడుతుంది. 


=H) ము 142 


“iy 


ఉదా శక్‌: పె వ|కమునకు కేం దజము కనుగొనండి. 


"పె సమీకరణమును ఇంకను 5 దృష్ట్యా అవకలనము చేసిన 


n= ఆపక 2 (1-22) 4u 
ల (౧0+ 3(1+ 2u2) 3 (1+ 202, 


అ కధగా రల 2 వా 1+2u2) 


గ 2u2 —2u 1 
d+2u7 1+2u2 1+2u2, 





మరియు T= అవుతాయి, 


హం 
3 (1 + 2402 


న నా 2 అ -1 ౧9 
y= | రేం = = FT రాల 3 (1+ 2u2) du = V2 tan-! (V2u) 
కావున కేం దజము సమికరణము 


r=r+pn-ptanyb 











క 200 304223 మో 
- వ l1+2u2, 2 YT 
= 9u2 + (42003 1-202 30+ 2423 ony 200 
కా 2 14202 2 Yi+2, 
3(1+2u23 2 3 (1 + 212 
అతివల REE ADS ni A 
న 2 1 + 2u2 2 Von" 


y= (1+ 4u2— 4uf - 86) + 3u(1 + 2u2) tan (V2 tan-1 V2u), 
z= (9 + 1413 + 1205) -5 (1 + 2౬22 tan (౧/2 టా /2u) 


గ (వాయబడుతుంది. 


2.25. బెర్హాండ్‌ వక్రములు ః 
అంతరాళములోని ఒక వకము (కీ గీసిన పథాన అభిలరిబరేఖలు ఇరిక్‌క వకము C, 
) కూడ (ప్రధాన అభిలంబరేఖలయిన ఆ వక్రముల బిందువుల మద్య అన్వేకానురూపత 
స్థితమవుతుంది: ౮ ను ౦ యొక్క సంయుగ్మ (బె ర్టాండ్‌) వృక్షము, సాహచర్యవ|కము లేక 


కము అని అంటాము. 
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ఒక వ[క్రము యొక. (పధాన ఆభిలంబరేఖలు ఇంకొక వ(కమునకు ప్రధాన 
అభిలంబదేఖలయిన 
(1) ఆ వకములపె కల అనురూపబిందువుల. మధ్య దూరము స్థిరము. 
(11), _అనురూపబిందువుల వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖల మద్య స్థిరకోణము ఉంటుంది. 
(111), _ ఒకొక్క వ(కము యొక్క వకత, విమోటనములు రేఖీయ సమాసములుగ 
వ్యక్షపరచబడుతాయి. 
వ|కము ౦ పె బిందువు (1) కు అనురూపముగ C, పె ్మ్‌ (గ) బిందువు ఉండిన 
r,=r+an,(a=a(s)) అవుతుంది. 
= t sy \= (1-ak)t+afn+atb. 
ఈ సమీకరణమునకు ॥ (= ॥,) తో అదిశ లబ్బము తీసికొనిన &' = 0 అవుతుంది. అనగ '&' 


 అనురూపబిందువుల మధ్య స్పరదూరము ఉంటుంది. ee Cl) 
శీ | _ై a 
ts జ (1 —-ak)t+atb;t. శ్వ = 605 6 (6 స్పర్శరిఖల మధ్యకోణము) 
(— sin 0) 6' = k k ts.}=0( = n) టీ 
= (— sin హా మ. t, + jy: క/= 0 (... న 


అనగా వకముల అనురూపబిందువుల వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖల మధ్య స్థిరకోణము ఉంటుంది. 


— (2) 


</0-«< "6౬ 
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| 

. ము వున ఒకే సమతలములో (చాపకలనీం 

tbo ;t,,b, లn కు లంబ oo 
సమతలములో) ఉంటాయి. t,t, ల మధ్యకోణము o అయిన సే, b, ల మధ్యకోణము కూడ | 


అవుతుంది (పటము - 21 (11)) కావున 


NR ల్ని 
t_=tcosoa+bcoos = +a 
i 2 J 


ds 
కాని గ్‌ 


1-ak art / ds) 


cosa —sina\ ds) 








= 
= (15041 +(-—acos0)7T-sina= 0 —(3) అవుతుంది. 


ఉదా 46: Mannhein సిద్దాంతము $ 

రండు బె రాండ్‌ వ|కముల అనురూప బిందువుల పద్ద విమోటనములు ఒకే గుర్తు కలి! 
ఉంటాయి. వాటి లబ్ధము స్థిరరాశి. (6,606 లు వాటి కక కేందములయిన వ(జనిప్పృ 
(PCP, C,) P పై కాని ౦ పై కాని ఆధారపడదని చూపండి. 


అపుడు 5 
(1) వ(కము వమోటనము =? వ్‌ 


- 51006 ds 


కావున ఈ వ[కముల విమోటనములు ఒకే గుర్తు కలిగి ఉంటాయి. 


9 
లల = (+ స్థరరాశి) 
a2 





AB| BC 
(1) ఒక సరళరేఇవె కల (4) బిందువులు A, B, C, D లకు యాన ADD ని వ(డైనిమక్తి 


ఆంటాము. దీనిని (190) చే సూచిసాము. 


ట్‌ 


PCICP, ౨0౮.9 (6 lpn| lp, nl 


—— నా లేక 
PC,IC,P, 6౫,౮6 ర గ్ర | j-r-pnl lr-— కా! గ ౨ జా అవుతుంది. 


(P, క C, C, ది వ్లానసదిశలు r, r,T+pn,r, + ౧] ౨ అవుతాయి) 
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PP 1 


PCP అద తనా తాన. ద అననన స వదుద. 0 
= (PCP C)) la-pl la+p,| “l(ak-—1 (ak, + DI = 5667 0. 


ఇ P, FE లప ఆధారపడిలేదు కావున అన్ని అనురూవేబిందువుల వద్ద వ(జనిప్పృత్తి ఒకలళు 


ఉంటుంది. 


2.25. వక్రముల మౌలిక సిద్దాంతము : 

5 యొక్క ధనాత్మక వాస్తవ విలువలకు రెండు ఏకమూల్య అవిచ్చిన్న (పమేయములు 
k(s), ₹(5) లు ఇవ్వబడిన వాటికి అనురూపముగ అంతరాళములో ఒకే ఒక వకము 
వ్యవస్థితమవుతుంది. దీని వకత k, విమోటనము ₹ అవుతాయి. ఈ వ్మకము చాపము 


(తగుబిందువునుండి) 5 అవుతుంది. అయితే అంతరాళములో ఈ వకము యొక్క. స్థానము 


మారవచ్చును. 


వ్యవస్థితము ః 17 లు 5 యొక్క అవిచ్చిన్న (పమేయములు కావున 


66 _,౧6 dy _ 
TLL CE కలక 


అను అవకలన సమీకరణములకు సాధనము వ్యవస్థితమవుతుంది. 


అవకలన సమీకరణ శాస్త్రములో సమీకరణాముల సాధసమునకు సంబంధించి |పాథమిక 
1 క 3 
సిద్దాంతము ee =f (63న --- రై 1వ కే 2 తె... అను సమీకరణములు ఒక 
అంతరాళములో f, అవిచ్చిన్నము మరియు ఏకమూల్యములు, 11050126 నియమము 


న్నీ 
పాటింపబడిన (ఈ సందర ములో పాటింపబడుతుంది' సాధనముల సముదాయము ఏకెకము - 


గురించి తాలిసకున్నాము. అనగ ౫ = ౫ వద్ర Yr; Yo, wu yr అగు సాదనము 

వ్యవస్థితమవుతుంది. కావున పె అవకలన సమీకరణములు (1) కు ౩ అవిచ్చిన్న సాదనములు 

ఏకెక రీతిలో a(S), B,(s), Y,(5) గ ఉంటాయి. ఏ5= ర పద్ద ఇవి 1, 0, ౦ అవుతాయి. అట్లు 
0 (కృ) = 0, Bo (s)= LY (5)=0;0% (క) = 0, ర (5,)= 0,7, (కృ) = 1 


ఏకెక రీతిలో అవుతాయి. 


80 అవకలన జ్యామిళి 


ఇప్పుడు 
(02 + B2 + 2)" = 2 (aa? + BBY + yy!) = 2 (00 + By koB —7By) = 0 
= 02 + B2 +2 = స్టిరరాశి 
pi 02 + B.2 + గై = 1 (= 1, 2, 3Xతొలినియమములనుండి), 
(yy +B Both) =a +B క్కి +t) +(జ్నగల్ని + క్కి + సల్టు= 0 
= (kay By +78, ¥,—kB, 0, TY, By) + (ka, B, +78, Y, kB, 0-1, B)= 0 
040% + B, గీ +h 1 = స్టిరరాశి = 0 (తొరినియమములనుండిీ). 
అగా ఇతర సమీకరణములు కనుగొనవచ్చును. 
(0 3 + BoB, thoh=0,0 0, +B, B+, Y, 0. 
“ay By Y,- 
ఈ ఫలితములనుండి = ర్య గీ % లంబమా। తిక అవుతుంది. 
_0 Pp Yy _ 
=> AAT=ATA=Ids AT-= త్రూ 


కావున పె సమీకరణములను పోలిన (6) సమీకరణములు వసాయి. అవి . 


య్నగ్మ+ర్మక్మి +ర్యగ్యి = 0, క్ని స్య +B, + కిస = 0,1 OU + YU +O = 0. 


ఏటినుండి €= (ఉల్క, 13). n = (B,, Bo, B,), b = (11: ౫౭౩ 13) లంబసదిశా (తికము 


ఎర్పడుతుంది. వీటి విఘటనములన్నియు ౩ యొక్క (పమేయములు కావున ౭౭.(t, మ, b) 
(తికములుంటాయి. 


t ని 5 దృష్ట్వా సమాకలనము చేపిన 


. tds— (2) 


వ్‌ 
i“ 


r= 
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ఒక వ(కమును సూచిస్తుంది. దీనికి € స్పర్శరేఖ మాతమే కాక (1) నుండి (t, n, b) లంబ 
సదిశా తికము, &,7 లు ఆ వక్రము యొక్క వక్రత, విమోటనములు అవుతాయి. అనగా నిర్దిష్ట 
వక్రము వ్యవస్థితము అని అర్దము. 9 
ప్పేకెకమ్ల ః 

ఏలెనచో నిర్దిష్ట పకములు (k వక్రత, 7 ఏమోటనము కలమి రెండు 

r=r, (౨); r=1 (5) 
కలవనుకుందాము. ' ధృఢ చలనము వలన 'వీటే తొలి బిందువులను తద్వారా తొలిబిందువు వద్ద 


శల t, ౨, b | తికమును ఏకీభవించునట్టు చేయవచ్చును. 


'అనగా s= 0 వద 

“చ్‌ 
t=t,n)=n1,b)=h, 

అవుతాయి. గా 


'ఫినేట్‌ సూ(తముల (పకారము 8 వద్ద 
(మ. ఓ +మ్నె. మృ + b,. b,) = t,. (> mn) + k,n,.t,+n,. (1b, స్కై శ్చ 
+మ్మ (గన్న —k, t)-b). Tm — b,. Tn, 
k, = కి T1=1% 
"కావున RHS = 0 అవుతుంది. 
అ ty. to+n,. ng + b,. b = స్థరరాశి. 
840 పవడ్ట ఈ రాకి 8 అవుతుంది, క, ౧, లు యూనిట్‌ సదిశలు మరియు నాటీ అదిక 
'లబ్బముల వుత్తమ ( అంత్య ము) కి కౌవునే 
క శృ కమ్మ, మ్మ 5 న్నే, క్మిజ పే ఆక కళ్లు మెకము కవర్‌ 
ర్మ ఇళ్ళే ఆ క్షా ఇకో! =0=3 క = క 6 (రరాశ) 
తొలి నియమము క (0) = ౫ (0) 2 6=0 
అనగ 8 షెజుక్క. అన్నీ విలువలకు క = క అవుతుంది, కావున సక్రమ వతైకము, 


క్ట 
ft 
|| 


2 అవకలన జ్యా! 


తొలి బిందువులను, సదిశ్మాత్రికములను ఏకీభవింపచేయుట వలన వ(క్రముల సాన 


Orientation మా(తమే మారినవి వకముల ధర్మములు మారలేదు. 


షి 
226. సర సమాన వ[కములు ః 


రెండు వకములను ధృఢ చలనము వలన ఏక్రీభవింపచేసిన అవి సర్వసమాన వ[కష. 


అవుతాయి. 


అంతర్లీన (సహాజ) సమీకరణములు ః 

ఒక వృక్రము యొక్క సమీకరణములు ఆ వక్రముయొక్క వక్రత, విమోటనము! 
వకచాప (ప్రమేయములుగ వ్యక్త పరచిన అవి అంతర్లీన సమీకరణములు అవుతాయి. 

వ[కముల మౌలిక నద్దాంతమును ఒకే సహజ సమీకరణములు కల వ(కములు సర్వసవ 


వ[కములవుతాయని కూడ చెప్పవచ్చును. 


52 + 4 షః సమీ 
కా 'గభావిక సబికరణములుగా కల వ|కమును నిర్దారించుము. 





ఉదా 47:p=60= 


k 
(పాథమికముగ - = 1(స్టిరరాశి) కావున వకము కుండలిని అవుతుంది స్ఫూ! 
1 
యొక్క జనకరేఖతో ₹ కోణము చేస్తుంది. అయితే వివరముగ పరిశీలిస్తే € = (21, y, 


జనకరేఖ 7 - ఆక్షము అనుకుంకె 





జపే ఇ ఎమ gS 
2 2 
/ న 2 21 cos థ Sin ( 
t= x1, yl, ఆడా | ltl=1l3zxt += x= y = 
t=knz=(x",y, 0) 


sing? rosé 42 . 2 
ఆయాలు 9 rn. 0) ఇష్‌ ల = వాను rn 4 


1థ 2 క్‌ 5. 
= గె క Py వూ థ= మీరా బక tan $=5 అవుతుంది. 


= 


x= ns జా a 15 [2 ప్‌ + 4 
Ter? FT? న 


ఆంతరాళంలోని వకాలు 


వ y= V2 cosh — 


V2 


మాతావ[కము ఆధారముగా కల స్టూపముసె కుండలిని దత్త వకము అవుతుంది. 


ఉదా 48: X= 05h, y = ae sin u, 2 = పేలే వ[కమునకు సహజ సమీకరణము 
(వాయండి. 
r = (ae* cos u, ae sin ఇ, be!) > r' = t 
= [ae* (cos u — sin లు ul, ae* (sin u + cos u.,, ul be* ul] 


d 
= = (282 + 0012 3 s= (222 + b)12 ef; 


du 
Ht A0su-sinua(sinu + cos w b | 
= | (222 + b2)12 1 (222 + b2)12 + (222 + 022౫ bi, 
lee (— a (sin u + cos u) a (cos u — sin u) ళ్‌ 
మా యం డు “(వం u + cos u) (cos u— sin u) as 
రే (222 + b2’ క్ష క /2 | (2 3 ) 9 
b=t An- PSinu-— cos టు —b (sin u + cos టు 2a 3 


EN 2 (242 +b212' 2 (242 + bD2 " 2 (222 + 0212, 
అ చ= వుడు న cosu) -b(cosu-—sinw 
| \V2(2a2+b2) ef ₹/2(242+02ట4  , 
b 
కావున 7= 7 (a2 + 52) 2a2 + 59 అవుతుంది. 
ఈ వ[కము యొక్క సహజ సమీకరణములు 


s (2a“ +b 5 (2a2 + bd 


2.27 సహజ సమీకరణముల సాధన - విస్తృత పద్దతి £ 


 k(5), 7(8) లు.3 - వ తరగతి కాని అంతకు ఎక్కువ తరగతికి కాని చెందిన 


అవకలన జా 


మా kp, SE = TY — ko, <1 = —— (A) 
ల నుండి గీ, లను తొలగించి ఇ లో 3- వ పరిమాణపు అవకలన సమీకరణమును ; 
వచ్చును. అయితే దీని సాధనము 

02+B2+f=1=3 (a +ibB) (a -iB)= (1+ (1-7 a ( 
అను 16626 సమికరణమును సాధించుటగ మారుతుంది. 


w అతల ఆ Ty ల ఆ 


కేఎం a-~ip’ = లు — (2) 








సంయుగ్మ సంకీర్ణ ప్రమేయాలు అన అవుతాయి. 


1-— wz . L+ wz W + 2 


nr ree W—2Z Wen 





wm t= 


సమీకరణము (2) మ5 ద షా అవకలనము చేసి (షీ) ను ఉపయోగించిన 


dw a'+iB aL _kp—ika + ity + wrB 
1-y 


ds కా ne pe 1 
లల న్‌ Bw) 





pees — (4) 
(3) సమీకరణము నుండి 
హ్హా న — ఇట 2 
A «| tw tw) (65) 


(4), (ర) లనుండి 0 ను తొలగించిన 


dw it iw? 
rr = {KW + క్‌ వాల (8) 


ఇదే విధముగ య్‌ నీ కూడ వ్యక్త పరచవచ్చును, 
సమీకరణము (6) ను Ri66at సమీకరణము ఆంటాము. 
W; కై ff A కలల 4 త కావో | = ik m= (7) 


అను Ret సమీకరణకునకు సాధసములు అవుతాయి. 
కీనీ సొధారణ సాధనము 


ఆంతరాళంలోని వకాలు 85 


P 
a (a యాదృచ్చి స్ఞరాంకము, Pq, గవ లు చాపము (5) యొక. 





f = 


(పమేయములు) అవుతుంది. 


నిరూపకముల నిర్దారణ : 

య్య b,, Vs (=1,2,35 లను కనుగొనుటకు ళ, కలిగిన మూడు సమాకలనులు 

(యాద ఎచ్చిక స్టీరాంకము 2; తో), 2. కలిగిన మూడు సమాకలనులు (యాద ఎచ్చిక స్టిరాంకము 
1 1 డు 


b, తో) మనకు అందుబాటులో ఉండాలి. 





. SME, 9 టల , Ma 
మ , జా ae 3 ct ms 
Ww, ర 1 WwW, ౭ 1 Ww, z, 


మొదలగునవి. ఈ (9) (పవేయములు 0, గ్య, గ లు అభిలంబ నియమములు 
2 2 Zu rE టా. 
0, +B, +“ = Lao +p,B,+4%,=0(G#), 1,2,8) 
పాటించును. వీటిలో మొదటి (3) సమీకరణములు స్యతహాగ పాటింపబడుతాయి 
(సమీకరణము 2) మిగిలిన (3) సమీకరణములను పాటించునట్లు 2, b, లను తీసికుంబాము. 
శీ 
వేరేవిధాలుగ 'జ్క[్య అను తీసికొనవచ్చు వకములు ఈ విధముగ వచ్చు వకములకు 
సర్వసమానమవుతాయి. 
Oy Oo + B, Bo +H Yo = 0=౨ (1-w, 2 (1 Ww 2 + (w, +2) (Wo + 79) 
=(1 + ఇ చై (1 + WZ) 


క 1 
వ 2 (WZ) TW Z)=W] Zo FW TZ) +W)| Wo +212 


సమికరణము (8) నుండి గ్య Wo 5235205 ల విలువలను ౩, 2 ;b,, ర్చి లనుపయోగించి పె 
సమీకరణములో |వాసిన ఈ స్టిరాంకముల మధ్యకూడ ఇటువంటి సంబంధము 

2 (ay by + జ్య by) = a,b, + జ్య by +d 83 +b, by 

2 (ab, +a b)=a,b, +a,b, +a a+b, by 


2 (8b +a b)=a,b, +a, b+ayb,+b,b; —— (9న్యవసితమవుతుంది. 


- 
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a... పే. ఆను (6) చలనరాపులు కలిగిన ఈ (3) సమీకరణముల సాధనము వ(క్రము a 
సే 1 


నిరూపకములను సూచిస్తుంది. ఒక సాధారణ సాధనము 


ఇ ae అనా కలాల b = 0 అవుతుంది. 
మ 1ద్మివ సడి 2 లు బ్మీ=లాక్కే. క్మీ=ాపే ర్య 


P+Q 
కావున ఇ ళా నై: 





ఇ1పై w ఇ; 21, 29, 2 లు (వపాయవచ్చును. 


ఇ ల్ల 


1-w2 (02 6౨ - (692 - 52 
జ (1,2 


1 Ww, -7, - 2 (PS - QR) | 


. LP2 — R2) + (Q2 — S2)] 
= ™™GAPS-QD 


nS EG — (10) 
ర్క =P R అవుతాయి. ( 
వృక్రము 1 = , య్య రేక, =. యృథేక, 2 =. ads —— (11) 


లచే సూచింపబడుతుంది, దీని వ[కత (5), విమోటనము ₹(5) అవుతుంది. 


k 
సూచన : స్ఫ్టూపముషె గీసిన కుండలినికి = = 6 అవుతుంది కావున 


df -ir 
ry జ్యా (1 +2f—-f2) 


అవుతుంది. దీవి ప్రత్యేక సమాకలనులు శీ-26- 1=0 యొక్క మూలములు అనగ 


f=ctVe2+ l=f,,f, ఆవుతాయి కావున 


fds 
F=f) (- టు = 2లో 2 1) ఆవతుంది. 


వఇచలు ppb, ధ్రిజ స్సు కై యప్‌ =] 


అవుతాయి కావున వ[కము ౫= 


0 
అడు ! 605% ds 
ల + 1 | 


C వ S ట్ల అల్లో 
ఇన ర నా z= లచే మాచింపబడుతుంది. 
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మేం 


అధ్యాయము 2 పై సమస్యలు 


(3% 342, 248) చే సూచింపబడు వ(క్రమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ )=2-౫=౦తో = 


కోణము చేస్తుందని చూపండి. 

x2 2 72 
నాడూ 1 +4 = 1 అను ఏకనాభీయ శాంకవజముల చేధన వ కమునకు 
a2+) b2+1 + ౫ (, 


(= 0, 1= 1 లకు) స్పర్శరేభా సమీకరణములు 
క (0 (0 లై. 2(2-2) 
a2 (02-62) (a2 —2,) 02 (c2 — a2) (02 _ స్య. 62(&2- 02) (62 - స్య) 


అని చూపండి. 


రెండు వక్రముల మధ్య న ఎర ః 


తే. 


lx+my+nz=0,x2+y2+2z2=2cz అను వృత్తమునకు 8౫? + by2 = 22 అను 
పరావలయముతో మూలబిందువు వద్ద 2 వ పరిమాణపు స్పర్శ వ్యవస్థితేమని చూపండి. 
(u cos 0, ఇ sin 6, c sin z0) కు (1, 6) వద్ద గీయబడిన నతిపరివర్తన 
inflexional) '2 - వ పరిమాణపు స్పర్శ కల స్పర్శరేఖలు) స ్ప రు రేఖలను కనుగొని 
అవి లంబములయిన (1,6) యొక్క బిందు పధము కనుగొనండి. 

x* + 3xyz + 22-02 22 + 22-30 -2y + 22 = 1 అను ఉపరితలముపె 
(0, 0, 1) వద్ద 3 - వ పరిమాణపు స్పర్శ కలిగిన సరళరేఖలు కనుగొనండి. 
మూలబిందువు వద్ద (t*- 1,t* - 1, t2- 1) వృకముతో 2 - వ పరిఘాణపు స్ప ర్శకలిగిన 
సమతలము 3౫ - 8” + 62 = 0 అనిచూపండి. 

22 + Zhxy + by? = 22 అను పరావలయజముతో (3 - 2t2 + 1, 13-1, t2-2t+ 1 
వ(కమునకు గరిష్ట పరిమాణపు స్పర్శ ఉండిన 2, b, లను, పరిమాణమును కనుగొనండి. 
74 = శయ అను ఉపరితలము పె గీయబడిన నతిపరివర్తన స ఏర్యనేఖలు కనుగొనండి, 
సంస్త రకత అము, 


(a cos 6, a sin 6, 66) పై 6 వద్ద గీసిన సంస్సర్శకతల సమీకరణము 


రికి 


10. 


ll. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Li: 


అపకలన జ్యా 
az 
x 605 6 —-y sind a 80 అనిచూపండి. 


ఒక సమతల వ(క్రము యొక్క సంస్సర్శుకతలము ఆ వ[కమును , కలిగి ఉంటుం 

చూపండి. 

(u, u2, u3) యొక్క సంస్త్పర్శక తల సమీకరణము (వాసి, వ(కము ఎవెన | 

బిందువుల వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతలములు ఆ బిందువుల ద్వారపోవు సమతలము/ 
ఖండించుకుంటాయని చూపండి. 

(32, 3042, ౧౨) నకు 1 = వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 
ఆసు + = కే అని చూపీ ఈ వక్రముసకు గీసిన స్పర్శరేఖలు ఈ సమతలము: 
(20+ ఏటి (u+2), యి పె ఖఇండించుకుంటాయుని చూపండి. 
ఒక వుక్రముపె PQ లు రెండు సామీప్యబిందువులు, PT అనునది P వద్ద Rhy 
స్పర్శరేఖ అయిన 3 P అయినపుడు సమతలము PQT ఆ వ(కమునకు P ఏ. 


గీసిన సంస్సర్భకతలము అవుతుంది. 


b-t 6-1 a-—-t 


= —— 60) ee 6% = రా = 0 
Pe Fe అను వ[కము ax + by + cz అస 
సమతలముతో ఉంటుందని చూపండి. 


౫2 + 22 = ౬2, 92 + 22 = 02 అను స్టూపముల ఛేదన వకమునకు (2౬,3౫2) ప్టి 
గీసిన సంస ఏర్గకతల సమికరణము 12 (రానే ఆబాల - జే) = a2 (yy,$ - z2,* bf): 


[| 


అని చూపండి. 
ఒక వృక్రమునకు గీసిన సంస్పర్శకతలము స్థిరబిందువు ద్వార పోయిన ఆ వక్రమ' 
సమతల వ[కము అవుతుందని చూపి ౫2 +౪2 +22 = ఇ2, 2 (ff + y* + 2¥) = ౭కే ల 
ఛేదన వ[కము '&' వ్యాసార్హము కల వృత్తమవుతుందని చూపండి. 
r = at3 + 3bt2 + 3646 + (పై (3)) బిందువుల వద్ద గీసిన సంస్పర్శక తలములు. 


మూలబిందువు ద్వారాపోయిన ఆ బిందువులు 8 [16] =[r24] అను సమతలముల్‌ 


ఉంటాయని చూపండే. 
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18. 


19. 


20. 


Zl 


మూడు ఏకనాభీయ శాంకవజములు 
2 y2 ల. 
రె + I) 
as+A C<+A C<+A 








= 1(A= 0, ్శA, p, (x, OE 2) వద్ద ఖండించుకొనిన 


ఈ బిందువు వద్ద = 0,౫ ల ఖండన వకమునకు గీయబడిన సంస్పర్శకతల 


సమికరణము 
XxX, (a2 + ౬ స YY, (b2 + 10 22] (42+ _ 
PTE Ph +1 గ్గ +: FTE 1 అనిచూపండి. 

(a cos 6, a sin 6, 66) అనుకుండలిని యొక్క. ఉపాభిలంబరేఖలకు సమాంతరముగ 
మూలబిందువు నుండి గీయబడిన రేఖలు 22 (౫2 +౪2) అనుశంకువుపె ఉంటాయని 
చూపండి. 

(a sin t, a cos t, a tang చ కి గీయబడిన (1) (వధాన అభిలంబరేఖలు, 
(11) ఉపాభిలంబరేఖలు 2 అక్షముతో స్టిరకోణము చేస్తాయని చూపండి. 

(4a cos 0, 4a sin? 0, 3c cos 20) అను వ[కమునకు గీయుబడిన (1) స్పర్శరేఖ, 
(11) (పధాన అభిలంబరేఖ, (111) ఉపాభిరింబరేఖ, (1౪) సంస్పర్శక తలముల 


కనుగొనండి. 


(ఫెనెట్‌ యా సెరెట్‌ సూత్రములు ః 


22. 


29. 
24. 


25. 


26. 


(i) ltt tH th) = బి (krtl— kT 7), (iD [bt bY b= చె (౧ +- kt) అని 
చూపండి. 


ఒక వ(క్రము సరళరేఖ అగులుకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము 1[= 0 అని చూపండి. 


n 
r=r(s) వ|కమునకు సిరవిమోటనము ఉండిన r=--—- +, 65 కు సిరవ కత 
| థి 7 ల. 


ఉంటుంది. 

r = r(s) అనువ కము k వ[కతకలకుండలిని అయిన r= pt -- | nds కూడ కుండలిని 
అవుతుందని చూపండి. 

ఒక వ్మక్రమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ, ఉపాభిలంబరేఖలు స్థిరదిశతో 6, థ కోణములు చేసిన 
5100 1౧10 -—k 


sin 0 గ a అని చూపండి, 


90 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


తం, 


చడీ, 


ఆవకలన జ్యామితి 


ఒక వ[కమునకు గీసిన (పధాన అభిలంబరేఖలు ఇంకొక వ[కమునకు ఉపాభిలంబ 


రీఖలయిన కనాన చీ ఆడారా సీరరాశి అని చూపండి. 


k2 


స్థిరవిమోబనము కల వ కమునకు గీసిన ఉపాభిలంబరేఖపె వకమునుండి (6) 


దూరములో ఒక బిందువు P కలదు. P చలన బిందువుగా కల వ[కమునకు గీసిన 
rT 2 
Ct 


ఉపాభిలంబరేఖ దత్తవకము యొక్క ఉపాభిలంబరేఖతో t2n-1 rk (cr Dia 


కోణము చేస్తుంది. 


ఒక వ(క్రము పై చలించు కణము వేగము ౪, త్వరణము 1 అయిన ఆ వ(కము యొక్క 


1౪4 ఖీ! 
వ[కత రా అని చూపండి. 


మూలబిందువు దృష్ట్యా tn,b ల (భామకాలు య, Mm, 0 అయిన 


3 
= km, , య "=b-km j+ Tm, మ్య =-0n-య అని చూపండి. 
(ఇ 005 69, ఇ 50 69, f(60)) ఒక సమతలీయ ఐ(కమును సూచించిన f(6 ను 


కనుగొనండి, 

ఒక వ|కము యొక్క చలన బిందువు 

శ 5 న (౧ | + a ౯) += Tr s=:0 

అను అవకలన సమీకరణమును సంతృప్తే పరుస్తుందని చూపండి. 

(1) స్పర్శరేఖలు (8) సమాంతరమయిన (b) స్టిరబిందువు ద్వారా పోయిన వృకము 
సరళరేఖ అని గ సంస్పర్శ్గకల తలములు (2) స్టైరబిందువు ద్వారాపోయిన, 


(b) పరస్పరము సమాంతరము అయిన ఇక్రము సమతలవకము అవుతుందని 
చూపండి. 


4 కంటె ఎక్కువ తరగతి వక్రముల బిందువులు 
drakl dr kik బలి లయ గక 


ప్‌ Dvr కారా డాకలాంతు 
ds \ KE Er kT k2 _ds2 
+ k2 kl zt dr 


a ష్ణ i = 0ను సంతృప్తపరుస్తాయని చూపండి. 


ఆంతరాళంలోని పకాలు 


తెర్‌. 


36. 


తె. 


ఏరి. 


39. 


40. 


41. 
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ఒక వ్మకమునకు ఒక బిందువు వద్ద గీసిన ఉపాభిలంబరేఖ, రెండు సామీప్యబిందువుల 


వద్ద వ క్రమునకు గీసిన స్ప రృరేఖల అల్పతమ దూరము యొక్క అవధిరూపము. 
ఒక వ(కము సతలీయము అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము [t t' t'1=0. 
Combescure పరివర్తనము £ రెండు వ(కముల బిందువుల మధ్య అన్వేక అనురూపత 


వ్యవస్థితము మరియు అనురూప బిందువుల వద్ద గీసిన స్పర్శారేఖలు సమాంతరము - 


అయిన (1) (ప్రధాన లంబరేఖలు (తదా ర ఉపాబిరింబరేఖలు) సమాంతరము అనియు, 


లా 

ఛా 
సు 
un 


ఒక వకముపె P వద్ద గీసిన స్పర్శురేఖ € వెంబడి PQ = C అగునబ్లు Q గుర్తింపబడిన P 
వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతలమునకు t సమాంతరము అని చూపి  బిందుపధము సరళరేఖ 


అగుటకు నియమము కనుగొనండి. 


(1) వైశ్లేషిక పద్దతితో,. (11) ఇతర్మతా అభిలంబ పరివర్తనలో వక్రత, విమోటనములు 


నిశృరము అని చూపండి. 


(a cos 2t, a sin 2t, 2a sin t) వ కమునకు గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


(sin t + sin 2t cos tx -2 cos. ty + 22 = 3asint అనియు 


t= = (5 sect + 3 609 - అనియు చూపండ. 


ఒక వ(కమునకు గీయబడిన (1) (ప్రధాన అభిలంబరేఖపె, (11) ఉపాభిలంబరేఖపై 
బిందువునుండీ ర దూరములో ఉండిన దాని బిందుపధ వకము యొక్క వక్రత 
k, వరుసగ 
(1) k,2 [(1 — ck)? + 2 72]3 = (2-1 (1 - ck)]2 [02 72 + (1 — ఎల] 

+2 -clae'k-tk]2 చే 
Wk? +2 21+ 272) 


+(k-cr +2 k72)2 చే సూచించబడుతుందన చూపండి. 


అవకలన జ్యా, 
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తప ఈ (కింది వ! 'కములకు వ! కత, విమోటనములు కనుగొనండి. 


cos? 0% sin a cos 0 
pore a! ప కాలుకు 


1) (200569, 256, 220 066. జ అ 


l త్‌ 
ii) (a (9 - ౬8), 3au?, a (3u + u3)) నా (L+u)* 


వు 3 తి లు ఇ 605606 2౬ 6 60566 ల 
ij: తడ ౦00క u, 4a sIn° ఇ, 3c cos <u) జి. yr Ee 22 + 62) ry PTT) ee 


2 
ivy (36 3t2, 313) జ. k= 171 =z (1+ 20 
vi; {acos2t, a sin 2t, 2a sin t) 


౫౨ 6052 ఛీ 3 
“ 20201 + cos లలో a(5 sect +3 cos t) 


vi) (a “చి, a(l + 3t2), a \br) జ. ఒకొాకటి a1 {1 + 3t2)-2 


vii) (@abt, a? log t, b? t2) జ. ఒకొాకటి 2206 (22 + 252 + 6202 
Vii అం. ఏ6 
మ ము లు జ. చానా 
య న జ, 9 (1+ 12 + షే 
IX. ie, ee, \2 u) జి. k =-|tl 42 cosh? u 


2 Sand 1/2 
జ్‌ a + 4 in 
x. .a:u-sinu},a{1- cos w, bu) జ. వక్రత ab +4a sin w 


"3/2 
b + 4a2 a ie a 
న లో 


xi: tacos 6, a smn 6, a cos 26), b= వద 
4 OD 


N 1.3 6 
“ a'‘l+ 4a2)%2 5a 


a, 
X11 280 6, 20066, a V2 log tan 0) ఉత. ర 


చ్‌! 
25 


xiii 2asinttety1+0,2at%, 4at) జ, (8a! (1-4 





xiv: 2a cos? = 22 sin = 605 = 2a 
sin = సీ 
. 2 టి 2 2, 


అంతం 'ఇంలి ని ఎ[౨ 'లు 93 


/ మలి 
5 + 3 60927 3 605 5 


న a 5+3 0609 2 


22 (1 + cos 
స N లో 


xv) (& 605 u sech u, a sin u sech u, au —a tan hu) 


2 
జ. — sech u, సిరరాగి 
a రు 


xvi) (a0 cos68,a 0 :in 68, 206) 
[4 1 + b2 + 02) 4 02౧౧2 + 623142 b (92 + 6) 

a (1 + b2 + 922 "2 (4 (1 +b? +602) + 02 (b2 + 02)] 
xvii) (acosh t, a sin ht, bt) 


a2 (a2 + b2 cosh 2t) b 
(a2 cosh 2t + b2)3 ’ a2 + 02 cosh 26 
xvi11) (x, f(x, g(x) 
జ (f g'—g'f')2+ + 25"2 PB we 


3 ళ్‌ 11 | U 2 ఖే 
(1  fe-errr rg 


a (522 + 1222)¥2 6 (a2 - z22)12 
" (5a2 - 4822 ’ (5a2 + 1222) 


8.+ 502 + 91)12 6 + 62 
xx) FEI 8 a(2+602)%2 *4(8 + 562 + 64) 


xix) x2 +y2= a2, x2 —y2= az 


43. x2+y2+22=3,xy+yz+ax=1l © వేదన వ[కము 2 /3 వ్యాసొర్టముగా కల 
వృత్తము అవుతుంది, 

44. ఒక వకము వర్తులకుండలిని అగుటకు ఆవశ్యక పర్యోషప్తనియమము [tt 111 1111] అని 
చూపరిడీ, 


46. గోళము కుండలినీ తెజుక్క. పో్లోప్రము అక్షమునకు అంజముగా కఠ సమతఅముపె 
త91461014 జోజుక్క- దాపమనీ తూపేరిడీ, 


16. వర్తులకుండలినికి గీసిన సంస్పత్శక తలములు ఆవ్మకముప తేని స్టరటీందువు 
ద్వాకపోయిన వాటీ స్పఠళ్శబి9కువుతు ఒక సమతలములో ఉంటాయనీ, ఈ థళ్మము 
xdy = ydx = 64% ను సంతృ్తపరచు అన్ని వ కముఆకు వక్తిస్తుంటీనీ చూప ఆజ: 


94 ఆవకలన జూ, 
సంస *ర్వకవృత్తము 
శా ఒక వ[కమునకు గీసిన (ప్రధాన అభిలంబరేఖ వ(కతా 'కేం్యదముల బిందుపధము 
' a 
కరముకు బం పండి. 
ప కత స్టీరమగు ందువుల వద్ద లంబముగ ఉంటుందని చూఐం 
శ ఒక వ(కము యొక్క సంస్పర్శక వృత్తమునకు వ(కముతో కనీసము 2- వ పరిమాః 
స్వీ 


స్ప ర్వవ్యవస్థితమవుతుందని చూపండి. 


ద స 


పంప రక గోళము: 
tee 


49 


వ్‌ 


ఓక 
స్టా-4 


వ్‌ 


ఫ్‌డ 


వ్‌ప్‌ 


k, 7, R లు వక్రత విమోబనము, వక్రతా గోళవ్యాసార్హము కల వ(క్రముపె బిందు 








స ౪7” అయిన 
2 
ల వెళ ల 1 IEP Re 1 
వ. | నా పై లతా re 
poe mn ర గో 


ఒక ఏకము యొక్క వ(కతా కేంద బిందుపధముసె కల బిందువునకు గీసి 


ఆభిలంబతలము వ్మకముపై ఆ బిందువునకు అనురూపబిందువు వద్ద గీసిన. గోళీం 


Ef 


కతా వ్యాసార్హమునకు ద్విఖిండన చేస్తుందని చూపండి. 


ఒక వ(కమునకు గీసిన సంస్పర్శకతలము స్థిరగోళమును స్పర్శించిన చాపక లనీ యతలిమ- 


ోళకేం, దము ద్వార పోతుందని చూపండి. 


a sin 6, 2910 6 cos 6, a cos 0) వ(కము గోళముపె ఉంటుందని ' చూపండి. 
Cen Li 
సంస్వర్శక గోళకేం[డ బిందు పధమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ సంస్పర్శక వ ్పత్తకేంద్రమ 


ద్వార పోతుందవి చూపండి. 

ఒక వ్మకమునకు వకతా గోళ వ్యాసార్హము స్టిరరాశి అయిన ఆ వ్మ్యకము (1) గోళము) 
ఉంటుంది లేక (Ii) స్టీరవ(కతను కలిగి ఉంటుంది అని చూపండి. 

ఒక పాకము మై కసా అభిలంబతలములు స్రరబిందువు ద్యారా పోయిన ఆ వ|కమ | 


నోళముపై ఉంటుంది. స 


తనే + 2 _ 
at + 3bt® + 3ct అను ప్యక్రమునకు సంస్పర్శక గోళ సమీకరణము వ్రాయండి. ౪ 


బో I 


అంతరాళంలోని వ(క్రాలు 95 


57. 


ర్‌రి, 


59. 


((a sin u + b cos wu), (a cos u+ b sinu, c sin 2w. అసు వృకముసకు 
సంస్పర్శకతల సమీకరణము వ(కతా గోళ వ్యాసార్హము. కనుగొనండి. 


5, ఒక వ(కము. యొక్క వ(కతా గోళ కేం దముల బిందుపధము యొక్క వాపముసు 


ds 
U2 
సూచించిన Fr = (p1* + p2 72 అని చూపండి. 


వ కతా గోళ కేంద బిందు పధము ఇవ్యబడిన వ|కము సమీకరణము |వాయండి. 


గోళీయ సూచిక - t,n, b ల విస్తరణము: 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


ఒక వ[కము యొక్క (1) t గోళియ సూచిక బిందువుగ మారిన, (11) b గోలళీయ సూచిక 
బిందువగ మారిన వ(క్రమును కనుగొనండి. 

ఒక వకము యొక్క గోళీయ సూచిక వృత్తము అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము 
ఆ వ|కము కుండలిని అగుట అనిచూపండి. 

ఒక వుకము యొక్క స్పర్శరేఖ, ఉపాభిలంబరేఖల గోళీయ సూచికల అనురూప 
బిందువుల వద్ద స్పర్శరేఖలు సమాంతరము అని చూపండి. 

ఒక (కమ వ[కము దాని సంస్సర్శక తలమును (ప్రతిబిందువు వద్ద ఇండంచిన 0౦ వద్ద 
అభిలంబ తలముపై వకము యొక్క. విక్లేపము పార్శివకము (6450) అని చూసి 


సంస్పర్శకతలము, చాపకలనీయ తలములపసె విశ్లేప్రములు కనుగొనండి, 


k2 3 
0(s1)-0 అయిన ఒక వ|కము ప జ్యా చాపముల భేదము ఢా అని చూపండి. 


ఒక బిందువునుండి చాపములు (5) వ(కము వెంబడి వకతా వృత్తము వెంబడి 
3 kL 2 
so k< 1 


గుర్తించబడినవి. (0 (కే) 0 అయిన ఈ బిందువుల మధ్యదూరము క్యా 





అనిచూపండిీ. 


ఒక వ(కముపె 0, P సమీపబిందువులు, OP = 5 అయిన 


SR aR 
(1) 0, P అ వద్ద గీయబడిన సంస్పర్శక గోళములు జ్ఞా గ్ర కోణము చేస్తాయని, 


(190, P అ వద్ద గీయబడిన స్పర్శరేఖల మధ్య 'అత్యల్పదూరము ల్‌ అని చూపండి. 


96 ఆవకలన జ్యామతొ 


కేంద్రజము - ప్రతికేందజము : 

6/. ఒక వ్మకముపె ఒక బిందువు వద్ద కుంభాకార భాగము వెంబడ వదులబడన సతి నాపకత 
లేని దారమును పొడవు స్థిరమగునబ్లు వదులుచు పోయిన వృకము యొక్క 
(పతికేందజము వస్తుందని చూపండి. 

68. ఒక twisted వృకము యొక్క (పతికేందజము సమతలీయ వ్మకము అయిన దత్త 
వ్మకము కుండలిని అని సు అట 

69. (20056, 2910 6, 2౭6 €20 0) యొక్క |పతికేందజము సమతల వ[కము అనియు 
కేంద్రజము 
x=-atanaltanacos 0+ 5666500620 vl, 
y=-atanaltanacos 6-seca cos 0 tan yl, 
z=a|dtana-secatanyl;y=(6sina+0) అని చూపండి. 

70. (1,౪2, ఇ) అను వకమునకు కేంద్రజము, (పతికేందజము కనుగొనండి. 

71. ఒక వృత్తాకార కుండలిని యొక్క వక్రతా కేందముల బిందు పధ వకము దాని సహోక్ష 
కుండలిని అనియు దీని వకతా కేందముల బిందు పధము దత్తకుండలిని అవుతుందని 
చూపండీ. 

72. ఓక సమతల వ(క్రమునకు ఆ సమతల్‌ములో ఒకే ఒక కేందజము (వకతా కేందముల 
బిందు పధము) వ్యవస్థితమని చూపి ఇతర కేం ద్రజములుె వుకము ఆధారముగ 
గీయబడీన అంబస్టూపముపై గీయబడీన కుండలినులు అవుతాయని చూపండి. 


7క. ఒక వ్మకము యొక్క రెండు కేం జములు V౪, ఈ మధ్య స్టరకోణముంటుంటదని 
చూపరిడీ: 


జై]]9జ్‌ న కము ! 


74. ఒక్‌ వ్యక్రము యొక్క వక్రత, విమోటనములు రేలీయ సమాసముగ వక్త పఠచబజీన "ఆ 
వ(కము జె (3౭జ్‌ వకమని చూపండి, 
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75. (1-aWDsina+a7ను అవకలనము చేసి (1) స్థిరవ|క్రత కలిగిన వక్రములకు వ[కతా 
కేందముల బిందుపధము బెర్హాండ్‌ వ(క్రము అవుతుందనియు (11) స్థీరవిమోటనము 
కల వుక్రము దాని బెర్జాండ్‌ వకముతో ఏకీభవిస్తుందని చూపండి. 

76. ఒక సమతల వ్మకము యొక్క బెర్హాండ్‌ వ్యకములు అనుతములనియు అవి 
దత్తవ([కమునకు సమాంతరము అని చూపండి. 

77. వృత్తాకార కుండలిని బెరర్హాండ్‌ వ్యకములు సహాక్ష స్టూపములపె కుండలినులు 
అవుతాయి. 

78. ఇ=జ (9) యూనిట్‌ గోళముపె వకము అయిన దాని బెర్హాండ్‌ వ్మకము 
కా= 2) ఇడేక- జ 0066] (1౧ du) అవుతుందని చూపి వీటి జ్యామితీయ వివరణ 
ఇవ్వండి (స్టిఠవ(కత, స్థిరవిమోటన వ(కములు అవుతాయి). 

79. బె ర్జాండ్‌ వ కనిర్వచనములో (పధాన అభిలంబరేఖల బదులు (1) “సృర్శరేఖలు, 
(11) 'ఉపాభిలంబరేఖలు'” తీసికొనగా ఏర్పడు మార్పులను చర్చించండి. 


స్వాభావిక సమీకరణములు | 


FN 
80. ౧=౮౬=క చే సూచించబడు వ[కము = 


y -S(sin¢-— V2 cos 9). b వా [2 log 5 అవుతుంది. 


32 
81. గ౧=&5, 6 = bs చే సూచించబడు వ! కసమికరణము [వాయండ. 


82. p=asin ౮= 24 లచే సూచించబడు వకము '& వ్యాసార్ధము కల గోళముపె 
2a’ | ధ 
ప్‌ 


a . a 4 
ఉంటుందని, దీని 'కేం[దజము ౧ జర్దా కిచ ౮ =స్ధా అవుతుందని చూపండి. 


తె, 


ఆవరణికలు == ఉత్పన్న తలాలు 
రెభాజన్య తలాలు 


3.1 ఉపరితలాలు: 

ఏక పరామితీయ సదిశ సమీకరణములు వకములను, రెండు స్వతంత పరిమితుః 
కలిగిన సదిశ సమీకరణములు ఉపరితలములను సూచిస్తాయని తెలుసుకున్నాము. 
7 (1 7) = YD లేకజి= (1, ఇం = (1), 2=2 (1, 7) ఒక ఉపరితలము 
సూచిస్తుంది. అయితే ఉపరితలము యొక్క పరామితీయ (పాతినిధ్యము ఏకెకము కాడ 
ఒక్కక్క రకమైన పరామితీయ సమీకరణము ఉపరితలము యొక్క ఒకొక్క ధర్మము! 


మ్మాతమే వివరిస్తుంది. దీనికి కారణము ఉపరితలము ఏకమొత్తములో విలక్షణ బిందువు 


లేకుండా పరామితీకరింపబడక పోవుబయే. 
ఉదా ః: 2= 2-74 అను ఉపరితలమును 
(Mx=u,y=v,z=u-— v2; 
(Wx=u+v,y=u-v,z=d4uv లేక 
(111) x = ucosh v, y= u sinh y, z = u2 
వంటి విభిన్న పరామితులతో సూచించవచ్చును. అయితే కార్లీజియన్‌ నిరూపకములలో, 
ఎక్కువ వివరముగ ఉపరితలమును తెలియచేస్తుంది, (2 € IR) కాని (609% v, u sinh ౪, u 
రూపములో ఇ వాస్తవము (అంకే 2౬12+) అను ఉపరితలము యొక్క ఒక భాగముసే 
మా(తమే సూచిస్తుంది. 
సాధారణముగ ఉపరితలముల పరిశీలనలో X(u, ౪, Y(u, v౪), Z(u, ₹) (పమేయపుః 


ద్విపరిమాణ సంధానిత (Connected) సమితి గౌ పె (uv సమతలములో) అవిచ్చిన్నము! 
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భావింపబడుతాయి. బిందువు (1,౪) 7 పై చలించినప్పుడు దాని అనురూప బిందువు 
(9 ౪, 2) ఉపరితలము యొక్క ఒక భాగమును మ్మాతమే 1/2 అంతరాళములో వ్యక్తపరుస్తుంది. 
7 ప్రతి సర్థనమునకు గ యొక్క. బింబము 1) వరామితీయ ఉవరితలము' అనియు r,T పె 


అనే ఫక్‌ (పమేయము అయితే (D7) ని సాధారణ వరామితీయ ఉవరితలము అని అంటారు. 


dr. ar dr. dr 
క్యు లు అవిచ్చిన్నము మరియు వ, ా * ౮0 అయిన 7 (%, ₹), ౯? యొక్క (కమ 
బిందువు అవుతుంది. . = - లు అవచ్చిన్నము కాకుండీన లేక న A a" = 0 అయినట్ల 


దీందువులను * యొక్క విలక్షణ బిందువులు అంటాము. ఒక ఉపరితలము యొక్క అల్లి 
బందువులు ' [క్రమభిందువులయిన ఆ ఉపరితలము మృదు (నున్గుపెన) ఉపరితలము 


అవుతుంది. 
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() గోళము: r=(acos ucos 7 a sin u cos v, a sin v) 
(11) శంకువు $ r= (U1 SIn « cos v, u sin a sin v, u cos 0) 


(111) (భమణోపరితలము 8 ఒక సమతల వకము దాని తలములోని ఒక అక్షము ద ఎమ 
(భమణము చేయగ ఏర్పడు ఉపరితలమును (భమణోపరితలము అంటాము. 2 అక్షము 
(భమణాక్షము, ౫= 0 సమతలములో z=) సమతల వ్మకము (దీనిని ఉపరితలము 
యొక్కప్రాఫెల్‌ అంటాము) అయిన (0, ౩,2) బిందువు చలించుచు బిందువులు Q(x, ౪,2) 
లను ఏర్పరస్తుంది. P,Q ల z- నిరూపకములు సమానము, మరియు 1 (2 అక్షము నుండీ ఈ 
బిందువులకు గల దూరము) ) అవుతుంది. కావున 2 = f(1) అవుతుంది. (౮0 = 0Q) 
౬ - అక్షముతో థకోణము చేసిన x= 1605 థీ, 3) = ఇ 511 థ అవుతాయి. కావున 


ఉపరితలమును జనింపచేయు q నిరూపకములు (అనగా ఉపరితల సమీకరణము 


X=ucosd,y=usin6é,z=f(u) లేక 20) అవుతుంది. 


= అవకలన జ్యామిళీ 


z 
| 


C P? (0,౪. ఓ) 
| (=. 


| 


or 
క 


పటం 3.1 


పషరామిత్‌య వకములు ః ౪= స్థిరరాశులచే సూచింపబడు వకములను [భమణాక్షమునకు 

అంబముగ ఉండు సమతలములు, ఉపరితలముల ఛేదనవ[కములు లేక నమాంతరములు అనియు 

4 = స్థరరాశులచే సూచించపబడు వుకములను అక్షము ద్వారా పోవు సమతలములు, 
శక 


మ్‌ న్న ఇళ క్షు] 
ఉపరితలముల ఇదన వ;కములు అంలటాము. 
ఖ్‌ 


సాధారణ రూపము $ జనక ఐ|కము ఇ సమతలములో ఉండిన దాని సమీకరణము x = ౯(1), 
* = 0, zz flu! రూపములో ఉంటుంది. z- అక్షముతో ఎర్పడు (భమణ కోణము ౪ అయిన 
ఉపరితల సమీకరణము 7 = (౯1) 6057, కోయి 527, f(1)] అవుతుంది. ఇచట ౪ విలువలు. 


౪. 2గ. లో ఉంబాయి. 


కలు. సఖ 


మౌచన : అంది helicoid సమీకరణము, పరామితుల రూపములో 


7 26 005, ఇ 510౪9, av) మరియు సాధారణ 16116014 సమీకరణము 


షు జ ar = 
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r = [g(u) cosv, కోటు sinv, f(u) + av] అవుతుంది. 


ఉదా 1: r=r(u,v) ఒక ఉపరితలమును స గ . దాని అభి లంబరేఖను సూచబసాయని 


ఇ 2 





| 
| 
| 


పటం 3.2 


ఉ= ఫ్య అయిన * = r(u,, ౪) అను ఏక పరామితీయ సమికరణము వ(కమును సూచిస్తుంది. 


అశు = స, u,u 
వా 


sles Uses లకు దత సమీకరణము అంతరాళములోని నిర్లిష వ[కములను 
0౧1 2 ఆని ధట 


సూచిస్తాయి. కావున 7 = (1, ౪) అటువంటి వ్మకములచే జనించు ఉపరితలమును 
సూచిస్తుంది. ఇదే విధముగా ౪ = స్టిరరాశి కూడా ఇంకొక వ(క సరళిని సూచిస్తుంది. 
౪- ష్మకములు, V౪ - వ[కముల ఖండన బిందువులు వకరీఖా నిరూపకముల (6471110667 


coordinates) సూచిస్తాయి. పె పబము (1) లో (ష్య, ళ్ళ) అటువంటి ఒక బిందువు 


అవుతుంది. 


dr 
ఈ ఉపరితలముపె P(య్భు, ళ్ళ) ను తీసికొనిన =r అను సదిశ ౪= ౪ వృక్రమునకు, 
dr 


7 = 7) అను సదిశ 1 = ఖ్ళ వృక్రమునకు స్పర్శరేఖలను సూచిసాయి. కావున ఈ సదిశలు 


ఉపరితలమునకు స్పర్శరిఖలవుతాయి. 
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/ (6002) 9౮2.2౨ a(x, yy 
ను ౧ లి గ గన్న తియ v)’ dtu, v)’ dtu, v) ) . అలా! 
ఉపరితలమునకు P వద్ద అభిలంబరేఖను సూచిస్తుంది. దీనిని ₹(1, ౪) యొక్క. [ప్రాథమి 


సదిశౌా లబ్దము అంటాము. 


ఉదా 2: T=(a 0605 u 009 v,asinucosv,asinv) అన డఉపరితలమునక 
సమాంతరములు, అక్షము ద్వారాపోవు సమతలములతో ఏర్పడు ఛేదన వ కములు కనుగొనండి. 


Y 


౬ = స్థరరాశి = = =tn ళ్ళ (లేక tan 0) అవుతుంది 


9 2 x 
౪ = స్థెరరాశి ద wr = tan v, (లేక tan గ) అవుతుంది లేక 
x2 + y2 = az2. 


3.3 స్పర్శతలము - అభిలంబరేఖ : 
పంది వ 2) = 0 ఉపరితలమునకు గీసిన స్పర్శ్గతలముప చలన బిందువు ౫7, స్పర్శ 


బిందువు శా అయిన Vf ఉపరితలమునకు (తద్వారా స్పర్శతలమునకు) లంబముగ ఉంటుంది. 
శీ 


భా | 


జ్‌ 


(1) 





పటము 3.3 


కావున స్పర్శతల సమీకరణము గ్య Vf=0 మరియు అభిలంబ సమీకరణము 
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(౮ -- కృ) ౧ ₹౯= 0 అవుతాయి. కార్టీజియన్‌ నిరూపకములలో 





ఇవి (ఎంపీ + (స్స + (2-2z)f,=0; 
X-x Y-y Z-z 
డా = గ = గ మారుతాయి. 
x y z 
నూచన , 

మ. r=r(u,v అను ఉపరితలమునకు అభిలంబరేఖ 7” గ 1 చే సూచింపబడిన స్పర్శతల 
సమీకరణము (1-7). గా Ary)=[R-)7, గ, బ్బ) = 0 మరియు అభిలంబ రేఖ 
సమీకరణము R-7= 47, ౧ కృ) అవుతాయి. 

IT, Ar 
క అల 


ఉపరితలమునకు యూనిట్‌ అభిలంబరేఖ' | arT అవుతుంది.. 
TAT, 


ఉదా 3$ z= ౫” తలమునకు (2, 3, 6) వద్ద స్పర్శతల సమీకరణము, అభిలంబరేఖ 
సమీకరణము [వాయండి. 


వజ (u, Vv, uv) 


dr dr 
న సరాలు పనా (1, 0, v) Ty = = (0, 1, లు 


A 


ద వ్‌ వా ర 1)- 


= స్పర్శితల సమీకరణము _R-r, క వ = 0; 


u=2, v= వద్ద. 


3(6-2) +2(౮-39-(2--6) = 0 లేక 3x+2y-z2=6 


మరియు అభిలంబ రేఖ 





న = చ. = కష లేక (2-3౫, 3-2౫, 6 + ) అవుతాయి. 


ఉదా 4 £ ]ం2 = &2 అను ఉపరితలము యొక్క స్పర్శతలము నిరూపకాక్షములతో ఏర్పరచు 


చతురు ఆతి ఘన పరిమాణము స్థలమని చూపండి. 
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స్స్వర్శతల సమీకరణము (౫-౫) f + 0-3) కే +(z-z)f,=0 (P వద్ద) 


= -x)yZ, +9 YD) 7X, +(2-2) x,y, =0 లేక 


0 0 01 
తేక ౮6 0 27 237, 2 
i 11] 1 9 29 
Vz == ఇ = ఎరరాణి 
6 0301 6 2 రు 
0 0 తష | 


ఉదా ర్‌ $ 223+ టాక +, 22/8 = 22/8 అను ఉపరితలమునకు గీసిన స్పర్శ్గతలము 
దూపకాక్రములతో చేయు అంతర్హండముల వర్గముల మొత్తము ఇ2 అవుతుంది. స్త్పర్శతః 


ఖ్‌ 


సుమకి రకము 4-౫, పేతం ట్ల ఆ ¥3 + (2- పత 


క చా కారము ల అంతర్రండములు స 223, ys 2/3, 2] 1/3 2/3 అవుతాయి. 


స్ట బంధముల ముత్తము (yee ల న + కా. af/3 = 22 అవుతుంది. 


gy శె ఈ త =) ఇ పులో లౌ 
ఇదా 065 ax ఆప, “అ మ్చు2 = 0 అను ఉపరితలమునకు గీపీస సృర్శతలము తిరి! 
ఉపరతలమును శాంకవములో స్వర్శించునని (ల? - తలములో ఇది లంబ అతిపరావల యము 
వుతుంది) చవాపండి. (సూచన? ౪2 గుణకము + ౪2 గుణకము = 0) 

త. చ ఏద్ద ఇ అతు + 2 = 0 — (1) 
wy ne జా 
కా లజ ms Mu 


క్‌ 
లేర సబుకరణము 


AN Yay - పడా | 
య చమట yz యత్ని + z21X,) + (2 — 2) X1౪, = 0 అవుతుంది. ——_ (2) 
తము ౪ - తలములో కనుగొనుటకు వీటి నుండి 2 ను తెలగించవలెను. 


sy యన * బా న 
స (న్న ఆనాటి = న్నన 0x -yy) =0, 
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ఖు ర కావున ౫ - తలములో ఈ ఖండన వ|క్రము లంబ అతిపరావల యము. 


[x 


2 2 


2 
xX 
సే వ = 1 అను దీర్గ పృత్తమునకు P వద్ద గీయబడిన అభిలంబ రేఖ 


ఉదా 7 2 + = 
నిరూపక తలములను G,, డై, డర లలో ఖండించిన PG, PG, PG, స్టిరనిషృత్తి అవుతుంది. 


P(x,, Yi ర వద్ద ఉపరితలమునకు గీసిన అభిలంబరేఖా సమీకరణములు 











yz తలముతో ఖండస బిందువు 
/ (b2—a2)y, (ఆ. క్యా! 
మ ఈ నాన తను 
] 1 | అ 
స రా ర ) 
72x తలముతో 
(a* —b2) x, (c2 — b2) 2) 
ea en 0, టా మరియు ౫” తలముతో ఖండన బిందువు 
లో 


“(22 — 64) x, (b2 — 03) | 
ణన నం తాయి 
3 గం 7 b> క్స్‌ అవు క 
N లో 

2 2 2 2 2 

క్‌ Y1 2 ల ఖ్‌ శక Fr 
— ౨౮,2= 2 a కం ర్మ = b sry += మరియు 

b ) a bb లే 


(x, 1" ఖీ 
a bi cf. 
\ ) 


= PG, PG, : PG, = 22 :b2 : 62 అవుతుంది. 


3.4 ఏక పరామితీయ ఉపరితలముల వ్యవస్థకు ఆవరణిక్క లాక్షణిక వక్రములు & 
f(x, y, 2, 0) = 0 లేక 160) = 0 ఒక ఉపరితల సరళిని సూచిస్తుంది, 6 ఒక పరామితి దీని 
సామిప్య ఉపరితలము f(6 + 59) = 0 అయిన ఈ రెండింటి ఖండన వ! కము 


f(6) = 0 = [6 + 66) చే కాని 16) = 0, f(6 + 69) - f(6) = 0 చే కాని లేక 56 - 6 


106 ఆవకలన జ్యామితి 


ఆయిన f8) = 0, =0 చే కాని సూచింపబడుతుంది. ఈ వ(కమును 6 యొక్క పరామితీయ 


విలువలకు 1(6) = ల యొక్క లాక్షణీక వ్యకము _, అంటాము. ఇటువంటీ లాక్షగ్రీక 


క 


వ కములన్నింటి సముదాయము 16 = 0౦ యొక్క ఆవరణీకా తలము అవుతుంది. ఆవరణీకా 
తల సమికరణమును (6) = 0 నే = ౦ లనుండీ 6ను లెలగించి కనుగొనవచ్చును. 


90 
| 
శక | 
(ఫరో! 
ల్‌ il bn 
౮ లా! ణక వక్ర న 
ల ఇ 





మ 


పటము 3.4 


ధర్మము | ఆవరణేక ఇప్యబడన్లన ఉపరితలముల సరళి యొక్క ఒక్కాక్క ఉపరితలమును 
అనురూప లాక్షణిక వ[కము యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద స్పర్శిస్తుంది. 

(6 కు అనురూప లాక్షణిక వకము ఆ ఉపరితలములోను దాని ఆవరిణీకలోను 
ఉంటుంది. లాక్షణీక వ కము f=0 =f లోను ఆవరణిీక f= 0 = (| లలో 0 లేని విధముగను 
వ్యక్తపరచబడతాయి. 


ఉపరితలమునకు అభిలంబలేఖను Vf = 1 జ +] షే + Kk షే చేతను ఆవరణ! 


అభిలంబరేఖ ౪E తోను (6 ను ౫,౪,2 ల ప్రమేయముగ భావించి) (వాస్తాము. 
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( 


90N\* , 
fx +f 3) | i=Vf+f శాం 


= VE = [02 0 (x, y, 2)] = | 
ఆవరణికకు ff = 0 అవుతుంది. కావున VE = Vf అవుతుంది. అనగ అన్ని ఉమ్మడ 


బిందువుల వద్ద ఉపరితలమునకు, ఆవరణికకు ఉమ్మడి లంబరేఖ ఉంటుంది. 
౨ అన్ని ఉమ్మడి బిందువుల వద్ద వీటికి ఒకే స్పర్శ తలము ఉంటుంది. 
= అవి లాక్షణీక వ(కము యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద స్పర్శిస్తాయి. 


చమన వివరించిన లాక్షణిక వ(కములను ఈః [కంది ఐధముగ కూడ నిర్వచిన్తాము. 


నిర చనము $ f1,60)=0 అను ఉపరితలముల సరళికి ఆవరణీక 7 = 7 (6, థీ అగుటకు 
ఆవశ్వక పర్యాప్త నియమము “పతి 6= కు వకము 7 = 7 (0, 60) ఉపరితలము f(r, ఇ) = 0లో 
ఉంటుంది. మరియు ఆ వక్రము వెంబడి f(r, 1) =0 అను ఉపరితలము, r= ₹(6, ౪) అను 


ఉపరితలము స్పర్శ్గతలము కలిగి పాయి r= r(a, ఖుని f(r, 8) = 0 యొక్క లాక్షణిక 
వ(కము అంటాము. 
ఉదా త: తరి — 3yt + 2 — (3 = 0 అను సమతలమునకు ఆవరణిక కనుగొనండి. 
మొదటి పద్రతి: f(t) = 200 -ర్పగ+2-టే=0 > f,=6xt-—3y—3t2=0 
— 0 = (6-2 (€2 + 2-00 + 202-030 €+ (2-౫ = 0 


— కలి = - (t-xf +2(x2—y) t+(z-xy)=0 


= రు = 202-006+(2-20=0 (1% =0 కావున 


= t= f=0 = -(Ct+2xt-y)=0 
z(x*—y) t 


అ (ey—2)2=-4(x2 —y) (zx -౪2) ఆవరణిక అవుతుంది. 


రెండవ పదత: ft) = 362 -3yt+z2-t*=0, f = 6xt — 3y - 3t2= 0 asl) 
ఓ వ 


సత. 


వలు --% Gl = 3xt2 — రగు + 3z = 0 
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t2 t 1 


ె 26*- బల్‌ xy-2 22 -y) 


2 (vy -22=4062-y) క? - బం అవుతుంది. 


x Zz 
ఉదా 9 + ప్రో + 
a+u b+u c+u 











= 1, (ఇ = పరామితి) చే నూచింతబడు సమతల 


ఆవరణీక కనుగొనుము. 


సమతల సమీకరణమును 


(a+uw(b+uw(c+w-thb+w(c+wx-(c+wW(a+wy-—-(a+ u (b+ 0122 


లేక 
flu) =u +2 +pu+vz=0 — (1) 
గా [వాయవచ్చును. 
A=a+b+c-(x+y+7,|p=ab+be+ca-x(b+0)-y(c+a)—-z(a+b); 
v = abe - (bcex + cay + ab2) అవుతుంది. —— (2) 
f ఇతే + 20 +ట=ఐ0 —— (3) 
సమికరణము (1) ని 3చే, (3) ను -ఇచే గుణించి కూడిన 
Au2 + 2 + 3౪ = 0 వస్తుంది —— (4) 


(3), (4ఉ ల నుండీ 


u2 uy 1 
2(3Xvy —p2)  AuL~9v 2(3p — y2) 


లేక ఇ ను తొలగించిన ఆవరణీక 
(9౪ - M)}2 = 4 (2-3౮ 02 - 3 
అవుతుంది. 


* ౬ 7 లు సమీకరణము (2) శే సూచించబడినాయి. 
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$5 (పతిగమన అంచు: 


రెండు సామిప్య లాక్షనిక వ కములు 
లి 


f 
fx, y, z, O) = 028) 0; fx, y,z, 0 + 59) = ల + 88) 


అ సొధారణముగ ఒక బిందువులో ఖండించుకుంటాయి. ర86,30 అయినప్పుడు ఈ 
బిందువును లాక్షణక బిందువు అంటాము. ఈ బిందువు f=0, fy = 0, foo =0 లచే 


సూచంపబడుతుంది. ఇటువంటి లాక్షణిక బిందువుల సముదాయము (వతిగమన అంచు 


f 
అవుతుంది. ఇది f= 0, $= = 0,2 =0 ల నుండి 9 ను తొలగించిన వస్తుంది. లేక 


ఏక పరామితీయ ఉపరితలములకు గీసిన రెండు సామీప్య లాక్షణిక వ్మకముల ఖండన 


బిందువుల అవథి రూపము (పతిగమన అంచు అవుతుంది. 


3.5.1 (పతిలాక్షణీక వ[కము (పతిగమన అంచును స్పర్శిస్తుంది. 
a భ్‌ 
(పతిగమన అంచు f(x, 37, 2, 0) = 0, =0 లచే సూచింపబడుతుంది. 6=60(౫%, ౪,2) అను 
(పమేయము ప్‌ =0 3 నిర్జారింపబడుతుంది. 
of 
లాన్షణీక వ|కమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ f(6) = 0, 3 =0 ల అభి లంబరేఖలతో 90° 
(of 

చేస్తుంది. అనగా Vf = (స్‌ ఖ్‌ f,) ; 7 55 J = (fe fo a) లకు లంబము అవుతుంది. 

(పతిగమన అంచు యొక్క అభి లరబరేఖ దిశ Vg అయిన అది fలో రను ౫ )/,2 ల 
(పమేయముగ భావించిన వస్తుంది. 


0=1(0 3% 2, 0063 లు, క్యొ = (663 2, 6 (6 y, 2)) 


| 00. 
zw Vg=>; f+ నా = Vf + f VO. 


అము Ve = Vf + శే V9 అవుతుంది. 
౫ అల్‌ ల ఆల { 

(1 వద్ద దీని అభిలంబ తలముతో సంస్పర్శక ఉత్పన్న తలము ఏర్పరచు ఖండన వ కమునకు 
౨ వద్ద పార్భిక వృక్రము (౧155) ఏర్పడినందున దీనికీ పేరు వచ్చినది. దీనిని పార్ఫిక వ్యకవు 


అంచు అలకూడొా అంటాము.) 
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(పతిగమన అంచుకు f = 0 = f= VE= vf; Vg, = Vf అనగా ఉమ్మడి బిందువు ల న్నింజ 
వద్ద లాక్షణిక వక్రములు, (పతిగమన అంచులు ఒకే అభిలంబ రేఖలను తద్వారా ఒకే స్పర్శ 


తలములను కలిగి ఉంటాయి. లేక (పతిలాక్షణిక వ(క్రము, (పతిగమన అంచును స్పర్శిస్తుంది. 


ఉదా 10: ఉదా. 8 లోని వ్మకమునకు (ప్రతిగమన ఆంచును కనుగొనండి. 
ft) = xt? — 3yt+2—t=0 ౨ f=6xt-—3y-3t2=0,f,= 6x -H=0 
వీటినుండి ౫ =t, 3 =t2, 2= టే వస్తుంది, t ని తొలగించిన 3” -2=0,%X2-y2= 0 చేద! 


వ(క్రము ఇవ్వడిన ఉపరితలములకు (ప్రతిగమన అంచు అవుతుంది. 


ఉదా 11: 3 పరామితుల ఉపరితలము f(x,y,z2,a,b,9=0; థీ(4,0, ఖ=0) యొక 
ఆవరణికను * థీ లు సమఘాత (పమేయములయినప్పుడు కనుగొనండి. 

df=f da+f, db+f dc=0, dp=6, da+¢ db+6¢ dc= 0 

= df+ Ado = (Ff + 16.) da + (గ + Ah) db + (గ + A$) dc'= 0 


a,b,Ccలు స్యతం[త పరామితులు 
= గీ ప మహాల్‌. జజ (1) 


థి లు జప, 6 అలోసమఘాతములు , 

జ జే + bf, + cf = mf ees ( 
అనుక్‌"నన, 

ah, + రథ + 6థ్య = ౧థ 


నాలుగు సమికరణములు (1), (2) లనుండి 2&, 0, 6 లను తొలగించి ఆవరణికసు కసుగ్‌ 


వచు సను. 


ఉదా 12: 2212 + 02002 + 2n?—p?= 0 అయినప్పుడు Ix +My +n2-p సమతల 


యొక. ఆవరణికను కనుగొనండి. 


ఆవరణికలు-ఉత్సన్నతలాలు-రేఖాజన్యతలాలు ill | 


f= a212 + bm? + ®n?— p= 0,F=lx+my +nz-p=0 


f ff ff fp 
5 ఇ ళో పళ... k 


lEemlk enka pF, = Filf + mf + nf. + pf, = 2 అపఫుతుంద్‌) 


1, 1%, ౬ లసు కొ=0 లో (పతికేపించిస 
GC 


| 


గై ఖ్‌ 


క 
గా జీ 
+ + = 1 అవరణిక అవుతుంది. 


ఘి 
fo 


f=౦ లో |పతొక్తిపించినా ఇదే ఫలితము వస్తుంది. 


ఉదా 13: ౫9116 =)'6056 + 2= 86 యొక్క ఆవరణక పతిగమన అంచులను 


కసుగొనండి. 
(6) = x 51016--)706050+2= ౬6 — (1) 
=xcos0+ysin0d-a=0 — (2) 
| =— Nx ] న ను ఆచ! ల 
i xsind+ycosd=0 


(2) = tand= వ (- x=acos06,y=asind), 


(1) > z= atan e ఆవరణేక ; 


[ఆడ 


(3) > tangdz= లెక 


Vy 


xX న : 
SN ల యాలు. 
లే ఇ” 5! ల 





cos 0 = 


(2) 3 x2 + y2 = 22 మరియు 


he 
x 


(1) > z=atan 


ఇ“ “ SNe 
కావున (పతిగమన అంచు ౫2 + y2 = a2, y=xtan pe చేదన వ కము అవుతుంది. 
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3.6 ఏక వరామితీయ నమతలముల ఆవరణిక్క లాక్షణిక వ[కములు : 

ఇంతకుముందు ఏక పరామితీయ ఉపరీతలముల ఆవరణిక, లాక్షణిక వకములు 
మొదలగు వాటి గురించి చర్చించినాము. ఇప్పుడు ఏక పరామితీయ సమతలములను 
పరిశీలించుదాము. 1.3= 2 సమతలముల సరళిని సూచిస్తుంది. (t పరామితి; ౧, € యొక్క 
(పమేయము, 7 అటువంటి ఒక సమతలము (7, పె బిందువు స్థాన సదిశ). ఈ సమీకరణమును + 
దృష్ట్యా అవకలనము చేసిన 1. 1= & వస్తుంది. ఇది 1, సమతలము యొక్క. లాక్షణిక రేఖ L, 


ద్వారా పోవు సమతలము ఇ అయిన (లాక్షణిక రేఖ 7, మరియు దాని సామీప్య సమతలముల 





పటము 3.5 
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ఛేదన రేఖ అవుతుంది). ౫.౫ = ఇ అను సమతలము గ్న మూడు సామీప్య సమతలముల 
ఛేదసము యొక్క అవధి లేక రెండు సామీప్య లాక్షణిక రేఖల 1, స్స అ ఖండస బిందువు 
అవధి రూపము అవుతుంది. 

ఈ సమతలములు Nn, Ny లు ఎకీభవించిసప్పుడు L,, [ఓ లు ఈ? సమతలముల 
సరళి ఆవరణికగా కల ఉపరితలము ఏ యొక్క జసక రేిఖలవుతాయి. కా L,, ఆ ఖండన 
బిందువు ఆ |పతిగమస అందు బిందువును సమిపిస్తుంది. ఈః (పతిగమస అంచు ఉపరితలము 


5 వె ఉంటుంది. ఈ ఉపరితలమును ఉత్తన్న తలము అంటాము. 


(పతిగమస అంచుr-n=a,r-n=a,r-n =a —— (1) 


ల నుండి పరామితి t ని తొలిగిస్తే వస్తుంది. 


n, n,n లు మూడు రేఖీయ స్వతంత సదిశలయిస 
౧ వు 2 గమ ౧ లు కూడా రేఖీయ స్వతంత్ర సదిశలవుతాయి. 
కావున 
r=o(nam+B(nan)+ymnanm 
గ (చాయబడుతుంది. 
[పారంభములోని (3) సమికరణములు 
r:n=Blnnnl=a, r:n=rinnn|=a మరియు 


r:n=0lnnnl|l=a అవుతాయి. 


క న ం ప ణంల 
యు 8 టల ౧మి 2 n)a అవుతుంది. (2 


(nnn) 
ఏక పరామితియ సమతలముల సమస్యలకు సమీకరణములు (1)కాని (2) కాని 


గాగ చాను. 
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3.7 రేఖాజన్య ఉపరితలములు = ఉత ఎన బె తలములు : 


ఏక పరామితీయ సరళరేఖా సరళి 
యొక్క చలనముచే ఏర్పడు ఉపరితలమును 
రేఖాజున్య ఉవరితలము అని, ఆ సరళరేఖను 
జనక రేఖ (41115) అని అంటాము. రెండు 
సామిప్య జనక రేఖలు ఇండించుకొన్న ప్పుడు 
ఆ ఉపరితలమును ఉల్రన్ను తలమని *, జనక 
రేఖలు ఖండించుకొననిచో న్యూ్యూ ఉపరి 
తలము (Scrolb) అని అంటాము. స్కూ్యూ 
ఉపరితలము గురించి 3.11 లో వివరముగ 
చర్భిన్తాము. 

ఏకపరామితీయ సమతల సరళి యొక్క 
ఆవరణిక ఉత్పన్న తలము అవుతుందని 


3.6 లో చూసినాము. 


ఏక పరామితీయ సమతలముల సరళి 7- ౧( = (10 అవుతుంది. 


జీ; 


రి 
4 
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పటం 3.6 


వ్‌లి లాక్షణీక 


వ(కములు 1₹-=౨ మరియు 1౯-=0 అవుతాయి. ఈ సమీకరణములు ఒక్కొక్కటి 





( ఉత్సన్నతలము పేరు వచ్చుటకు కారణము ఈ వచ్చిన ఉపరితలమును సాగతీయకుండ, 


చించకుండ సమతలముగ విప్పదీయ వచ్చును. ఎందుకనగ ఒక సమతలములో రెండు జనక 


రేఖలు (సతలీయములు కావున) ఉంటాయి. శ్యలో క, క్క జనక రేఖలుంకే. ఆ సమతలమును 


క్క దృష్ట్యా (భమణము చేసిన క్ర, క్క జనకరేఖలు కలిగిన సమతలము గ్మగను గ్మను క దృష్ట్యా 


(భమణముచేసి కః క్క జనకరేఖలు కలిగిన సమతలము ఇగ మార్చవచ్చును. కావున ఈ 


ఉపరితలము ఈ జనక రేఖలు కలిగిన సమతలముగ పరిగణనలోనికి వస్తుంది.) 
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సముతలముసు సూచిస్తాయి కావున లాక్షణిక వ[కములు సరళరేఖలవుతాయి. ఈ సరళ రేఖలే 


లవరణ్రిక ఏర్పడుచున్నది కావుస ఈ సమతలముల ఆవరణికసు 'రేజాజన్య ఉపరితలము 

అంటాము, 

ధర్మములు ః 

1. ఒక బిందువు వద్ద (పతిగమస అంచు యొక్క. సంస్పర్శక తలము ఉత్పస్న తలమునకు 

ఆ బిందువద్ద సృర్శతలము అవుతుంది. 
(పతిగమస అంచు లాక్షణిక ' బిందువుల సముదాయము అవుతుంది. కావున ఏక 
పరామితీయసమతలములకు r-n=p,r-n=p,r-n =» ల సుండి పరామితిని 
త"లఅలగించిన (ఏతిగమస అంయవస్తుంది. 
r:-n=p>r-:n+r:-n=pm>r-nz=z(0, 
r:n=pm»r-:-n+r:nz=p »r-n=0 


d .. we 
> 7 mWz=0 లక 1 - ౧ = 0 అవుతుంది. 





అసగా [౧1౪ లు ౧ కు లంబముగ ఉంటాయి == "గగ || ౫ rar సంస్సర్శక 
తలముసకు అంబముగ ఉంబుంది కధ ఈ సంస్తర్శక తలము ; - 
nl(r:n-p=0) = సంస్పర్శక తలము ఉత్పన్న తలముయొక్క స్పర్శతలము 


అవుతుంది. 


2. ఉత్పన్నతల జసకరేఖ యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద సృర్శతలము ఒకకే ఉంటుంది. 
ఉత్పస్నతల సమీకరణము R = rit) + Ar(t), Gr (పతిగమన అంచుపై బిందువు. 
అవుతుంది. ఈ: ఉపరితలముసకు అభిలంబరిఖ 
| ౧౫ కాని గ్యోగ౧ న్న = (0 +సము ౧ ప= గి (౧ ప, అనగా ఉత్పన్న 
తలముయొక్క అభిలంబ'రేఖ (పతిగమన వకము యొక్క ఉపాభిలంబరిఖకు 
సమాంతరము మరియు ఈ ధర్మము ౫ యొక్క అన్ని విలువలకు (అనగ జనకరేఖ 


యొక్క అన్ని బిందువులకు) వర్తిస్తుంది. స్పర్శతలము ఒకకే ఉంటుంది. 
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ఉదా 14: (6t, 302, 26) (పతిగమన అంచుగా కల ఉత్పన్న తల సమీకరణము (వ్రాయండి. 


మొదటి పద్దతి * దత్త వృక్రము యొక్క సంస్పర్శక తల సమీకరణము 
x-6t y-3t2 z-2t3 
1 t t2 =0 లేక 
0 1 2 
xt? — 2ty + z —2t3 =f{t)= 0 — (1) 
డిని ఆవరణిక కనుగొనుబకు 


[ =2tx-—2y-—6t:=0 —— (2) 
మరియు /11 లనుండి t ని తొలగించవలెను. 
(1) 3 t(-6t2 + 2-20 + (t2x — 4ty + 32) =0 


= tix 4ty + 32= 0 ఆజా (3) 


(21.13: అ నుండి 
2 క్షే 

2 = తానా లేక 

తంతి Xxy-92 x2-_ly-~ 








xy — 9202 = (4y2? ~ 82x) (x2 — l2y) —— (A) 


ఉతఃన్న తలము అవుతుంది. 


“రెండవ పద్దతి ః r= (6 3t2, 2t3) = r= (6,666) 

కావున ఉత్పన్న తల సమీకరణము R=r+ 
= ౫ ర6= 6-36 = 6% 2-26 = 612 ——(B) 
“౧ + లు పరామితులు 


(కు, (B) లు ఒకే ఉపరితలమును సూచిస్తాయి. 


ఉదా 15: xt? ~ 4ty + 82 = 0, 3t2—xt+y=0 © ద్వారా పోతు ఉత్పన్న తలము యక్క 


[(పతిశమన ఆంచు కనుగొనండి. 


ఉత్పన్న తలము యొక్క జనకరేఖలు (పతిగమన అంచుకు స ఎర్గరేఖలవుతాయి. 
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xt® — 4ty + 32 = 0, 3t2 xt + y= 0; x (t + 8t)2 — 4y (t + 8t) + 32 =0, 
8(t+8)2-x(t+58)+y=0లు 
ఈ ఉత్పన్న తలము యొక్క రెండు జనక రేఖలవుతాయి. 
= xt2— 4ty + 32 = 0, 3t2—xt +y = 0; 


(2tx — 4y) 8t = 0, (6t — x) ఈ = 0లు 0(6t2) - 0 అయిన జనకరీఖలవుతాయి. 


= xX ==. x = 6t లేక x = 6t, y = 3t2, 2 = 2t°* (దత్త సమీకరణము నుండి) అవుతుంది. 


= 372x-4y2=0,౫y-92=0 ల ఛేదన వకము ఉత్పన్న తలమునకు (పతిగమన 


అంచే అవుతుంది. 


3.8 ఉత్సన్న తలము యొక్క అవకలన సమీకరణము ; 

z=flx,y) ఉత్పన్న తలమును నూబంచుటకు ఆవశ్యక పర్యాస్త నియమము 92 = rt 
అవుతుంది. 
ఆవశ్యకత ః ఉపరితలమునకు (౫1,౪, 2,) వద్ద స్పర్శ్గతలము 
(x — x.) ff. + (y — y,) ప షు: (వై 21) (- 1) = 0 అవుతుంది. అనగ ఉత్పన్న తలములకు 
న్‌ కల మధ్య ఒక సంబంధము వ్యవస్థితమవుతుంది. లేక f ను f, (పవేయముగ 
[వాయవచ్చును. షే = @ గు అయిన 

వ. fs f= థి! A దా న్‌ ల =f లేక 52 = rt అవుతుంది. 


పర్యాస్తము 8 p= షే q వే అనుక్‌"నిన 


0 (సళ్ళు 


కం Ton = - = 
rte =0 Dad py 4, =09 నాడా? 0 


2 f, f లు ఏక పరామితీయ [పమేయములు 
౨ ఉపరితలమునకు స్పర్శతలము ఏకపరామితీయము 


= ఉపరితలము ఉత్పన్న తలము అవుతుంది. 
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ఉదా 16: *2= &9 ఉత్వన్న తలము అవుతుందా, కాదా పరిశీలించండి. 


3 3 
yy శ్‌ " xy2 ’ xy Xy న 





6 6 
ఫ్‌. se 52 * rt కావున ఈ ఉపరితలము ఆట్స న్న తలము కాదు. 


ఉదా 17: ౫౪౯2; = ౩* ఉత్నన్న తలమయిన &(2)ను ఎఐరిం నతలే; 
సమికరణమును ౫ దృష్ట్యా వి పొక్టిక అవకలనము చేసిన 
ఇడ + చాకలి = 0 లా 0 = డ్‌ 
క కవ] fix 


తిరిని ౫ దృష్ట్యా, ౪ దృష్ట్యా పాక్షిక అవకలనము తననీ 





న్‌ మరే 
గగ. 
gr fg 
bm కే ళా 7 
XK Br \ Ep 
PN 

== |1_ కక వస్తుంది 
XyB § 

Ns 
క్ష నవమ” n= వా ల్‌ hes వస్తుంది, 


y2g' ల ల J న 
క ఇ ఇ యు ఇక 
పరితలము ఉత్నన్న తలము అవుతుంది. కావున 71 = 5“ అవుతుంది. 


అనగ క21 పె అవకలన సమీకరణమును సంతీపి పరుసుంది. 
లా 


=] 
ల — 


3.9 అంతరాళములోని వ క్రమునకు సంబంధించిన ఉత ఎన్న తలములు: 

ఒక వృకము యొక్క చలన సదిశా (త్రికము t,॥,b లతో ఏర్పడు సమతలములు - 
సంస్తృర్శక తలము, అభిలంబ తలము, చాపకలనీయ తలములు ఏకపరామితి (5) పె ఆధారపడి 
ఉంటాయి. కావున వాటి ఆవరణికలు ఉత్పన్న తలములు అవుతాయి. వీబిని సంస్త్పర్శక 
(స్పర్శీయ) ఉత్పన్న తలము, ధృవీయ ఉత్పన్న తలము, వాపకలనీయ ఉత్సస్న తలము 
(పతి వ్శకము దాని చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలములో ఒక జియోడెసిక్‌ (geodesic) 
అవుతుంది. కావున “వాపకలనీయలో పేరు వచ్చినది.) అంబాము. వీబీ జసక రిఖలను 


ళం నే ర్మ గ రేఖలు, ధృవరేఖలు, చాపకలనీయ రేకలు అంటాము. 
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ధర్మాలు ః 1. సంస్పర్శక ఉత్పన్న తలమునకు (పతిగమన వ(కము దత్త వకము అవుతుంది. 


బిందువు (7) వద్ద సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


31). ౨ = 0 అవుతుంది. (1) 
ఆఅ -r-b-(R-n.-.m=0>(R-nD-n=0 (-7=0) అవుతుంది ---- (2) 
8dBA-—r'-n+(R-r-(tb-kt)=0 అ (R-r)-t=0 — (3) 


లాక్షణిక వ(కము (1), (2) ల నుండి సంస్పర్శక్క చాపకలనియ తలముల ఖండన రేఖ 'స్పర్శరేఖ' 


అవుతుంది. (ప్రతిగమన వ[కము (1, (2), (3) ల నుండి R-r=0 లేక దత్త వకము. 


2. ధృవీయ ఉత్పన్న తలము యొక్క (పతిగమన వ(క్రము సంస్పర్శక గోళముల కేంద్రముల 
బిందు పథము అవుతుంది. 
వకముపె బిందువు (౫) వద్ద అభిలంబ తలము (--1) అవుతుంది. ---(1) 
ఆఅ -r.t+(R-n-kn=0 55(R-r)-:n=p లేక 
[R-(r+pnl]:n=0 —— (2) 
= (R-r)-(tb-kt)-—rin=p' లేక ౧-1 “0-14 =0౧' 


లేక 1-9). =౮౧' —— (3) 


లాక్షణీక వ్మకము (1), (2) ల నుండి bకి సమాంతరముగ వక్రతా కేందము ద్యారాపోవు సరళరేఖ 
(ధృవరేఖ) అవుతుంది. ధృవరేఖ వ(కతా వృత్తము యొక్క అక్షము అవుతుంది. (పతిగమస 
వ(కము (1), (2), (3) ల నుండి 
R-r=pn+opb లక R-s అనగా R సంస్పర్శక గోళ కేం దముతో ఏకీభవిస్తుంది. 
=) (పతిగమన వకము వ(కతా గోళ కేందము యొక్క బిందు పథము అవుతుంది. 


ఈ వకము యొక్క స్పర్శరేఖలు ధృవరేఖలవుతాయి. 


3. చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము యొక్క |పతిగమన వ(కము 


k (tt + k 
ఇం చేయు సమికరణము కలిగి ఉంటుంది. 


120 అవకలన జ్యామితి 


(r) వద్ద చాపకలనీయ తల సమీకరణము (౫-7) -॥n=0 అవుతుంది. -—-(1) 
= -—-r.-.n+(R-n.-(Gtb-kh=0 లేక (R-n-Gb-kt)=0 ——(@) 
= —౫r -(Rb-k)+(R-71.-(tb-—kt-mn-k2n) = 0 లేక 
k+(R-n-(tb-kt)=0 అవుతుంది — (3) 
లాక్షణోక వ(కము (చాపకల నీయ రేఖలు) (1), (2) ల నుండి * ద్వారా పోవుచు కు మరియు 
(Tb - kt) కి లంబములు అవుతాయి. లేక 
౧ (0-10 = tt + kb) కీ సమాంతర మవుతాయి. 
డార్సాక్స్స్‌ సదిశ (1t+kb) L(tb-kt);tt+kbln 
(నుండి R-nin > R-rl| tt+kb 
= (R-)7 అను సదిశ tతో 4 = tan" మడ కోణము చేస్తుంది. 
కావున చాపకలనీయ రేఖ (R - r) = ్మ& (+ kb) — (4) 
రూపములో ఉంబుంది. 


(పతిగమన వ(కము (1, (2), (3) అ నుండ లేక (3), (ఓ ల నుండి 


A(kt-kt)-k=0 లేక ్నగ= pr కావున 
k(t + kb) 
న క Tr అవుతుంది. 


ఉదా 18: ఒక వ(కము యొక్క వాపకలనియ ఉత్సస్నతలము, ఆ వకము యొక్క తి 
'కేం్యదజమునకు ధ ఎవీయ ఉత్పన్న తలము అవుతుందని చూపండి. 

౮ యొక్క (పతి కేందజ సమీకరణము ౯, =క+(౮-౨)€ అవుతుంది. --- (1 
౮ యొక్క చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము (R-r-nz=0 —— (2) 
అ ఆవరణేీక ; C, యొక్క ధృ్యవియ ఉత్పన్న తలము 


(R-r,) -t=0 — (3) ల ఆవరణిక అవుతాయి. 


ఆవరణీకలు- ఉల న్నతలాలు- రేఖాజన్యతలాలు 121 


(1) = t,S,=t+(C-S)kn-—t లేక t, =n అవుతుంది. 
కావున (3) 

R-r-(C-S)tl:-n=0 35(R--n=0 me (9) 
అవుతుంది. 


కావున వాటి ఆవరణికలు అనగ వ్మకము C యొక్క చాపకలనియ ఉత్పన్న తలము దాని (పతి 


కందజము ర యొక్క ధృవీయ ఉత్సస్న తలము అవుతుంది. 


ఉదా 19: చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము యొక్క (ప్రతిగమన వ(కము యొక్క వ(కతా 
వ్యాసార్హము, విచూలునస వ్యానార్హములు కనుగిసనండిీ. 


అంతరాళములోని ఒక వకమునకు ఒక బిందువు r(5) వద్ద గీసిన చాపకలనీయ 


సమతలము (౫-1). ఇ =0 అవుతుంది న, 
= (R-r)-(tb-kt)=0 లేక (R-—r) - (B — tan 6t) = 0 —— (2) ; 
tan¢=5. 
Retr str Kiss on - 5602 92 t +tang=0 లేక 
| న |. 
2-2). €= 5 = (3) 
—r): అం. నాకా 
(2) 3 
R-7)-b=tang(R-r)- t= sing =) — (A) అయిన 
గ T= (cot థి' — (4) 


కావున (పతిగమన వ|కము (1), (2), (3) అ నుండి వస్తుంది. 
(2) = 


(R-r-b=tan¢(R-r).t =్న = R-r=}i(b+coto t) 


Rకు సంబంధించిన జ్యామితీయ రాశులకు, 1 పాదిక (వానిన 


అవకలన జ్యూమెకి 





122 
ds, 1 
t+ A {cot t+b)+A(k cot on - = t—71n ) 
ta t+ స్ట గె 
1 
=} icotot +b! = S,!= 3 —— (a) 
sin 0 
. t,=cosot + sin ¢b _ — (5) 
అ వమ, వ్‌; = (sin ¢t + cos gb) 42 + (k cos on — T sin ¢n) 
Ee dé 
= (- sin ot + cos ob) ET 
ds gq 
hea in, = - 91% ధ€+ cos ¢b అ (ర) 
‘6! = 
p= ml dS “అంటీ (4-2 నుండీ) 
ds ‘de “°C యాక్‌ 
d ; dS» 
EE ‘in! టం "605౭6 9 క్ష (3- గ నుండి) 
d dS 
soso s1n2 9 క్ట — (a) 


b, వా t, ణ్‌ క =-—n (5, 6 ల నుండీ) 


dS. 
వము ¢t — cos gb) 


క అక్షత శా = {kt - ౧0) = k (t— cot ¢b) = 











sin థ 
చా 
“sino 7 
k sin 9 
7 = హా : జప | | /. dS 
“ising jr లకర = కు “రారారా () అవుతుంది. 


ఉపవా 20: z2=0,౪y2=4 0 ఆ 
YY =4axix=0,y?=4bz ల ద్వారాపోవు ఉత్సస్స తల సమీకరణాము 
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z=.0, 374 = 4౭8౫ను స్పర్శించు సమతలము 

y = mx + = + Az అవుతుంది. ఈ సమతలము ౫ = 0, ౪? =.4b2ను కూడ స్పర్శిస్తే 
సమతల సమీకరణము 

y =z + 2 రూపములో ఉంటుంది. 


చ = లేక పల అనగ 
m a 


రారా 


మో 





1౧02 a 
y = mx + += వె రెండు వకములను స్పర్శిస్తుంది. ఈ సమీకరణమును mM 


ద ఏషా పాక్టిక అవకలనము చేసిన 





bz —a 2 
x+——7=0 లేక mMి = 
a m ax + bz 


అవుతుంది. కావున ఉత్పన్న తలము (ఆవరణిక) ఈ రెండు సమీకరణముల నుండి ॥ను 


తొలగించిన ౪2 = 4(2x + b2) అవుతుంది. 


ఉదా 21:2 x=0 2 = తత ;x= a, y? = 422 అ ద్యారాపోవు ఉత్పన్న తలము యొక 


స్‌ 

x y Zz 

పఏతిగమన అంచు ా తా — — —-—ై చే సూచింపబడుతుంది. 
( y 2 3(a-—x) 


x = 0, 2? = 4ay ని స్పర్శించు సమతలము 
z = my += + చే కాని లేక 


(a 1 
—+/Ax —చే కాని సూచింపబడుతుంది. 
m m 


ya 
Mm ) 


ఇది x = ఇ, 32 = 482ను కూడ స్పర్శ్మించిన సమతల సమీకరణము 


2 
వా +am రూపములో ఉంటుంది. 


-a/l \ -— (1+ మే 
ఆ శత i లేక గ = అవుతుంది. 
101. , m 


కొవున ఇవ్వబడిన రెండు పరావలయములను స్పర్శించు సమతలము 


a (11+ మి) 
న ———— 


న గో ౫ లేక గ) ఇ మతిం 2my + 2 = 0 అవుతుంది, 
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(ప్రతిగమన అంచు పె సమీకరణము, f (M) = 8922 - 2my + 2= 0 మరియు 


f (m=6Mmx-2y=0 లనుండి ఇ తొలగించిన వస్తుంది. 














2m 
త జ? _ Pe owe 
= m= Ff (M)=౦0ను (3౫౧౨ చే భాగించిన ౧ 32 +3 =0 
అనగ ౧2-200 (m) + 3 =0 లేక mM? = అవుతుంది. 

fm =0ను ౫ చే భాగించిన గీ - m2 +2 += =0 

xX KX X 

జ బీ - 2 (3m) + ఇ (382) == లేక ౧౧8 == అవుతుంది. 
(౧22 = 08 mn; 3 = (గణి) ల నుండి 

2 Jew sx ఇ 

x2 32 "౨ 92 

Zz రు 2 
మి = = Pa =) (ప్రతిగమన అంచును సూఖీస్తుంది. 


ఉదా22: 2= 02 =4ax;x=0,(y—2)2=4az అను పరావలయముల ద్వారాపోవు 
ఉత్పన్న తలము యొక్క (పతిగమన అంచు వ(కము 
(2 +ంం2 = 88 (+) + 2), (2 +ంగ్‌ = 2712. 2 = 0, y2 = 4౭% ను స్పర్మించు సమతలము 


గి 
y= mx + = ౫2 రూపములో ఉంటుంది. ఈ సమతలము 
22 007-202 = 482 ను స్పర్శించిన సమతల సమీకరణము 


fa 
౬ = ౫2 + ఈ ఇ +క-0,'-ఇ = ౫2 +3 రూపములో ఉంటుంది. 


న m 
మ కా ==) లేక sre అవుతుంది. 


a m 
అనగ ౪ = న న. య 
క నా స్ట? అ 2 అను సమతలము ఈ రెండు పరావలయముల స్పర్శిస్తుంది. 


అనగ యము =m m2 ety +2) +m (240) &=0 అవుతుంది. 


ము = తియ ము ey +2)+(a+y)=0: 
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కా స a క క a 
f = 6మి 2(6+)7 +2బు= 0 > m= గ 


శ Sy 
కావున f =0 = m= మరియు 


f=0 == Mి == అవుతుంది. 
(m2)2 = మతి -m : (m3) = (౧౧౨౩ 


జ (2 +) = 324 (06+ 3 + 2) ; (2 +ంంిి = 27220 


దత్త ఉపరితలము యొక్క (ఎతిగమన అంచును సూచిస్తుంది. 


ఉదా 23: x=6t,y = 3t2, 2 = 26 (పతిగమన అంచుగా కల ఉత్పన్న తలమును కనుగొనండి. 
పతిగమన అంచు ౫ = (64362, 26) = r = (6, 6t, 6t2) (t) బిందువు వద వ।కము 
' . ఇ వద్ద పః 

యొక్క స్పర్శరేఖను PT సూచిస్తుంది ; ఉత్సన్స తలమునకు (పతిగమన అంచు యొక్క 

స్పర్శరేఖ జనకరేఖ అవుతుంది. కావున ఉత్పన్న తలముపై చలన బిందువు స్తాన సదిశ 


R(x, 37, కు అయిన 





కలి 1 + గక వనన. = 


_y-3t2 z-2t3 
1 t2 


(= 6౫) 


అ నుండి పరామితి (9 ని తొలగించవలెను. 
xt—-y=3t2;yt-z=t3 = t(xf—-y) (= 3t3) = 3 థగ - 2) లేక 


xt? - 4yt + 32 = 0 అవుతుంది కాని ౩362-34 + y = 0. 
t2 t 1 


RE Ee అ అట 
పా బం శల. 92-xy gay _ x2 


(92 — xy)? = (12y - ౫౨) (32౫ - 4?) ఉత్పన్న తలమును సూచిస్తుంది. 


ఉదా 24: ఒక ఉత్పన్న తలము రెండు దత్త వృకములను ఆవరించి ఉంబుందని చూపండి. 
ఒక సమతలమునకు సాధారణముగ (3) పరామితులుంబాయి. ఆ సమతలము ఒక 
వ[కమును స్పర్శించిన ఒక సరావుతి తొలగించబడుతుంది. ఇంకక వ(కముసు స్పర్మ్శించిసక 


ట్‌ 
ఇంకొక పరామితి తొలగించబడుతుంది. ఏక పరామితీయ సమతలముల ఆవరణిక ఉత్పన్న 


తలము అవుతుంది. 
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3.10 ది పరామితియ ఉపరితలములు & 
2 లు స్వతంత్ర పరామితులయిన 10%), 2, 2, 0) = 0 అను సమీకరణము 
002 ఉపరితలముల సముదాయమును సూచిస్తుంది. ఈ సముదాయము యొక్క ఒక్‌ క్క 


ఉపరితలమునకు 2, లు స్థిరరాశులవుతాయి. దీనిని 2, 0) = ౦గ కూడా |వాస్తాము. 


లాక్షలణోక బిందువులు $ 
f(a, B) = 0, flo + 50, B + 50) = 0లు రెండు సామీప్య ఉపరితలములు అయిన వై 
రెండు సమీకరణములు వాటి ఛేదన వ[కమును సూచిన్తాయి. మొదటే ఘాత పదముల వరకు 


ఉజ్జాయింపుగ ఈ సమీకరణములు 


to, B) = 0, flo, 8) + ($= op )=0 


EE 
oe 
fa, B) = = a +55 రి అవుతాయి. 


ఈ వ్మకము రర : రిఏ వె ఆధారపడి ఉంటుంది కావున | మా = ౧ అయిన వక సమీకరణములు 
Ra, B)= 0, f. + గ, = 0 అవుతాయి. రీయరీ8ి లు స్వతంత రాశులు కావున ౫ విలువ ఇదెనా 


ఉండవచ్చును. అయితే వకము అవధి రూపములో ౫ పె ఆధారపడి ఉంటుంది. ౫ యొక్క 


అన్ని విలువలకు అవధి రూపములోని వకము ₹£=0, f =0,f, = 0లచే సూచించు బిందువుల 


ద్వారాపోతుంది. ఈ బిందువులను లాక్షణక బిందువులు అంబాము. 


ఆవరణిక ; లాక్షణిక బిందువుల బిందుపథమును ఇవ్వబడిన ఉపరితలముల సముదాయము 


యొక్క ఆవరణీక అంటాము. ఈ ఆవరణికను *= 0 = ff క గేల నుండ 6, [లను తొలగించ 


రనుగొంటాము. 


ధర్మము 2 ఆవరణిక ఒక్కొక్క. ఉపరితలమును అనురూప లాక్షణీక బిందువుల వద్ద స్పర్శిస్తుంచి 
లేక ఆవరణిక్క ఉపరితలములకు లాక్షణిక బిందువుల వద్ద ఉమ్మడి స ్ప ర్భతలము ఉంబుంది. 


లాక్షణిక బిందువులు f= 0, గ = 0, f, = 0లచే సూచింపబడుతాయి. మరియు ఆవరణిక 


వీట్‌ నుండి 6, గలను తొలగించిన వస్తుంది. కావున ౦, గీలను ౫, ౪, 2ల (పమేయముగ భావించి 


ఆవరణికలు- ఉతృన్నతలాలు- రేభాబన్యతలాలు [27 


f = 0, = 0ల నుండి కనుగొని [0 0) = 0లో (ప్రతిన్లీపిస్తే [0, 0) = 0 సమీకరణమే ఆవరణిక 
అవుతుంది. ఉపరితలము, ఆవరణీకల అభిలంబరేఖలు 
₹72= (క్క క్‌ స్టే VE,E= f(x, y, 2 6063 2), B(x, y, 2) 
Wr TY = ఫి Vf... = 02 
అనగా VE జల్లు! f+f a+ కే B,) = Vf=f, Va+f, VB= Vf (:. fy =0=f) 
అనే సూచింపబడుతాయి. VE= Vf ౨ ఉపరితలము, ఆవరణికల అభిలంబరేఖలు తద్వారా 


( లాక్షణిక బిందువుల వద్ద) సృర్శతలములు ఏకీభవిసాయి. 


బదాంతముః%ి 
డ్‌ 
కొ 9, 2, &జ 0, 0=0 అను ఉపరితలమునకు పరామితులు a,b, ౯, fa, b, 2 = 0 


ఆను సంబంధము కలిగి ఉన ప్పుడు ఆవరణీక 


వ్‌ FE F 
F=0,f= గా =ల్గా=లాల నుండి a,b,c లను తొలగించగ వస్తుంది. &ఉ,0లు 
b c 


స్వతం[త పరామితులు, 6 పరామితి 8,b లతో f(a, 0, c) = 0 కలిగి ఉన్నదని అనుకొనిన 


dc dc 
F(a,b,c)=0 >» F + జ =0,F +F. 3 =0; 


fla,b,c)=0 అష +f న్‌ _ =0, fh +f అము 


షం బుక్‌ క 3౬ 
FE lk 2," వ 0 db, 
F F F 

ఆన = జా = శో అవుతుంది 
ff ff పే 


ఆవరణిక లాక్షణిక బిందువుల బిందుపథము అవుతుంది కావున (4) సమీకరణములు 


వ్‌ fF F 
F=0, f= 0,7 = =జ్ఞాలనుండి 8, b, ౭ లను తొలగిస్తే వస్తుంది. 
b c 


ఉదా 25 ః లు పరామితులయిన 


(lL — Ma +1+) 5 ea టు 7 = +11 ల ఆవరణిక కనుగొనండి, 
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0, టి = (సి = ++ E+ Z-0A+D=0 రు 
Fe టై. TY IE an 
ఇ f= re -l=0f=7T+75 జ 1=0 (2) 
be(a-x) . _be(x+a) 
3 A= es i= pepe వా (సమీ. (2) నుండి) 
నా 2bcx2 cy + bz . b2c2 (a2 — x2) (cy —bz) _2౦6 
a2 (cy - bz) "™hbe a2 (cy - bz)? bc 6 - 02 
22 022-022 22-32 
జ క్ట + be + 2 =2 లేక 
x2 


ఉదా 26 $ ఒక సమతలము నిరూపకాక్షము లతో 2, 0,6 అంతర్హండములను 


a2+b-2+ ౮2= ౬-2 అగునట్లు చేసిన ఆవరణిక సమీకరణము |వాయండి. 


Sal 2 Hed: lJ il ltl 
కర కె ఓని = నై +5 + ౮ -1=0)%జ 0, అ= 7+ + 72 7 =0 
= హా. చన 2కి + ౩కి ౧౨౨ 
వ్‌ a2 Fy = b2 pg 02 fy = 2 fy = తే కో c9 
గ rf rf "2 కొల 
a b ( 
F F 
a b c 
fF fT శ ax=by=c 
a Cc 


లేక b=డో =. F=0 3 x2 +y2+z22=2xమరియు 
a2x2 
f=0 3 x2 + y2 + 22 = లేక 32 + y? + 22 = K2 


దత్త సమతలముల ఆవరణీక అవుతుంది. 


ఉదా27: 16+ ము + 2 = 0 అను సమతలము యొక్క ఆవరణీక 


2 2 
a212 + bBm2 + 2np = 0 అయినప్పుడు = Pe = 22 అని చూపండి. 
a2 హో 
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F(l, m, n, x, y, 2) = lx + my + nz ~p; fll, m, n) = 2212 + b2m2 + 2np 


జ క = Pee Op? — 9h2 కా జ 
F=xF =y,E =F =-1l;f=2a న్నీ =2b m, f= 2p, f= 20 


Fr Fn Fn Fp x EDS 
a ff శ్‌ కే 2421" మే 2 
— DX — Ny 


| ew వా మివ న ,p=—n2. 


ఈ ఫలితములను F=0 లో కాని f=0 లో కాని (పతిక్షేపించిన 


2 2 
x 
జ] +2722 = 0 - పరామితులు లేని సంబంధము వస్తుంది. ఇది దత్త సమతలముల 


ఆవరణికను సూచిస్తుంది. 


ఉదా 28 £ ఏకనాభీయ శాంకవజములకు (0, క, 1) నుండి అభిలంబరేఖలు గీయబడినవి. 
లంబపాదముల వద్ద కల స్పర్శతలముల ఆవరణికచే సూచింపబడు ఉత్పన్నతల సమీకరణము 


కనుగౌనండి. 


x2 y2 


2 
Zz 
సరన Sr” Br dy 








మే or వాానకనినాహాా నాననా ననకానానన్‌ 
(ర, 9 2) వద్ద గీయబడిన sean = ర్స — 32, అవుతుంది. 
గ 2 - 02 37 


ఈ అభిలంబరేఖ (6, ర, ) ద్వారా పోయిన 


ax) గాగ Y- 


అ Y1 క 
గ b2-A c2-్నA 


ra (a2 -A) B(hb (b2 — } y (c2 — ౫) — XK) 


ar+y-2 స b2+y-— డ 0240 గ 











1 (= ౪) లేక శాంకవజముపె బిందువు 


అవుతుంది. ఈ బిందువు వద్ద సృర్శతలము 


re యా + 1 (t=y-N 
a“ + 


f= 
మ c2 +t 
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అవుతుంది. ఈ సమతలము ఒక పరామితి t (లేక ౧ ని కలిగి ఉన్నది కావున దీని ఆవరణ 
ఉత్పన్న తలము అవుతుంది. 
సమతలమునుళ = టి + At? + Bt + c = 0 అనుకొనిన 
ft) = 3t2 + 2At + B = 0 అవుతుంది. 
3 3f-— tf! = At? + 2Bt + 3c = 0. 
చివరి రెండు సమీకరణముల నుండి € ని తొలగించిన ఆవరణేక 
(9C — AB)? = 4 (3B - A2) (3AC - B2) ; 


(A,B,C లు పెన సూచించిన రీతిలో) అవుతుంది. 


3.11 న్యూ ఉపరితలములు (Serolls) : 


జనకరేఖలు ఇండించుకొనని రేఖాజన్య ఉపరితలములను సూ ఉపరితల ములంబామని 


3.7 లో కుపముగ చరి ంచినాము. 
రాసా 
ఒక రేఖా జన్య ఉపరితలము దానిపై కల వ(కము (నియత వ(కము - directrix లెక 


ఆధారవకము) మరియు ఉపరితలము, వ్మకముల ఉమ్మడి బిందువుల వద్ద కల జనకరేఖల దిశచే 


పూర్తిగ నిర్జారింపబడుతుంది. 


౮ P (ల 
HW | 
| 





TaT(t) 


పటము 3.7? 
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ఉపరితలముపె r=r(t) అను సమీకరణము కల వ(కము C, A దానిప బిందువు 1= I(t) 
అనునది & ద్వారాపోవు జనక రేఖపై యూనిట్‌ సదిశ, ఉపరితలముపె బిందువు P స్టానసదిశ R 
అయిన R = r + ౮1 రేఖాజన్య ఉపరితలము అవుతుంది. 

సూ ఉపరితలమునకు ౮ ఆధారవ[కము, డీ, (1), (1 + dr) ల ద్వారాపోవు 
సామీప్య జనకరేఖలు క: కృ అయిన ఈ జనకరేఖలు 2, ౯ + గళ ల దిశలలో ఉన్నవనుకొనిన ఆ 
జనకరేఖలు = ౫ + ౧౯ = (+ dr) + ౬ (౪ + రకు అవుతాయి. 


dy-(gag+dg) [౪5] 
విటిమధ్య అల్సతమ దూరము న, 1, DRTC స gn gl రివ జాదూ, 


కావున దత్త ఉపరితలము (1) ఉత్పన్న తలము అగుటకు (11) స్కూ ఉపరితలము అగుటకు 


ఆవశ్యక పర్యాస్త నియమము [tక్రక్ల'] = 0 లేక (జక) = 0 అగును. 


ఉదా 29 : 2,0,6, గలు పరామితి € యొక్క (పమేయములయిన సరళరేఖ ౫ = &2 + ౧. 


y = bz + గ జనకరేఖగ కల రేఖాజన్య ఉపరితలమును గురించి చర్చించుము. 


L:— = 1 =2 2 r=(1,B,0:;g=(a,b, 1, g' = (a', b2, 0) 








ఈ రేఖాజన్య ఉపరితలమునకు 
a' PB 0 
tgg]= a b 1 =aB'-ba, 
a b 0 
రేఖాజన్య ఉపరితలము ఈ రాశి శూన్యమయిన ఉత్పన్న తలము అవుతుంది. లేకున్న స్కూ 


ఉపరితలము అవుతుంది. 


ఉదా 30: ఒక వకము యొక్క (1) స్పర్శరేఖ, (11) ఉపాభిలంబరేఇ, (111) ప్రధాన 
అభబిలంబరేఖలు జనకరేఖలుగా కల రేఖాజన్య ఉపరితలముల గురించి చర్చించుము. 


( 3406 3 క్ర=€ కావున [tg౯g] = 0 3ఉత్సన్నతలము 
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(11) క్ర = ౫ కావున [tgg'] = [t, n, (య — kt)] = t[tnb] =? 
(iii) g = b కావున [tgg')] = t [tbn) = 7. 


చివరి రెండు సందర్భాల లోను రేభాజన్య ఉపరితలము స్కూ ఉపరితలము అవుతుంది. =0 


అనగా ఆధార వ[కము సమతలములో ఉన్నప్పుడే ఆ ఉపరితలము ఉత్సన్నతలము అవుతుంది. 


3.12 రేఖాజన్య ఉపరితలమునకు స్పృర్శతలము $ 


[= 1 (1, 7) ఉపరితలమునకు అభిలంబరేఖ శ ౧౯ కు సమాంతరము అవుతుందని 


చూసినాము. కావున (19) బిందువు వద్ద ఉపరితలమునకు గీయబడిన స్పర్శతల సమికరణము 
6-1), R,, షె = 0౦ అవుతుంది. రేభాజన్య ఉపరితలములకు R=r+vg అవుతుంది. 


పాదిక (తా పాక్టీక అవకలనమును, ౪లో పాక్షిక అవకలనమును సూచిస్తాయి. కావున 


R, =I, + v8,, R, = క్ర అవుతుంది. 


౫ స్పర్శ్గతల సమీకరణము ౫.5 - 1, 7 + ౪ళ్న, క =0 అవుతుంది. 
సూచన : రెఖాజన్య ఉపరితలముపె చలన బిందువు 


E=az+a,mn=bz+B,G=z,(a,b,a,B ot (పమేయములు కావున క్ర, ౧, 6లు 
t, zలు (పవేయములు) 
అయిన R= (ర్త, 0, r= (az + 6, bz + Pp, 2) అవుతాయి. 

= KR, =(az+0),bz+5', 0), R, ={a, b, 1) 

౨ RAR, =(b'z+p' -—(az+a),b(az + al) - & (bz + 8) 
కావున P(r) వద్ద రెఖాజన్య ఉపరితలమునరు స్పర్శతల సమీకరణము 

[6 — (az + 0))} (bz + B) — tn — (bz + 0) (az + 0) x (6-2) 

(b (a'z + a) —a (bz + 8) = 0 అవుతుంది. దీనినే 


E-(atft+0w}(bz+B)-im-(bt{+p)taz+0)=0 గ కూడా (వాయగలము. 
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ఈ సమతలము ర= ఇర + 6, ఇ = సర +h అను సమతలముల ఛేదన రేఖ అనగ (t, 2) 


ద్వారాపోవు జనకరేఖ ద్వారాపోతుంది. 
a' B' —ba=0 లేక సం = (= ౧) అయిన 


సృర్శతల సమీకరణము (క్ర-జర-0)-౫ (గ) -౦6- 1) = 0 గ మారుతుంది. దీనిలో 2 
పదములు లేవు. 

౨ + ఇవ్వబడిన (అనగ ఉత్సన్నతలము యొక్క ప్రత్యేక జనక రేఖకు) అన్ని బిందువుల వద్ద 
ఒక స్పర్శతలము ఉంటుంది. &'ర'-b4'*0 అయిన స్కూ తలము యొక్క (పత్యేక 


జనక రేఖకు (ఓ 2లు ఉన్నందున విభిన్న బిందువుల వద్ద విభిన్న స్పర్శ తలములుంబాయి. 


సిదాంతము : 


యూ 


(1) ఉత్సన్న తలము యొక్క స్పర్శతలము ఒకే పరామితి కరిగి ఉంటుంది. 


(2) శేఖాజన్య ఉపరితలము ఉత్పన్న తలము అగుటకు (పత్యేక జనకరేఖపె అన్ని 
బిందువుల వద్ద ఒకే స్పర్శ తలము ఉంటుంది. (ఇంకొక నిరూపణము) 
r(౬) ఆధారవుకముసె బిందువు, ౯(t) జనకరేఖ వెంబడి యూనిట్‌ సదిశ అయిన రెఖాజన్య 
ఉపరితలముపై బిందువు P(t, ౪) యొక్క స్టాన సదిశ R=r+vg అవుతుంది. దిని 
అభిలంబరేఖ RAR, కి సమాంతరము 
తై ఈ, అభిలంబ రేఖ (గ + ve, ) ౧ క్రకీ సమాంతరము. 


ఒక [పత్యేక జనకరేఇకు +€ స్థిరరాశి అవుతుంది కావున ఈ జనకరేఖపె కల అన్ని బిందువులకు 
ఒకే స్పర్శ్గతలము ఉండిన న్‌ + ve) ౧ క్ష అను సదిశళ౪ ఎ ఆధారపడదు. అనగ సృర్శతలము 
ఒకే పరామితిని కలిగి ఉంటుంది. —— (1) 

= rng=0;gng=0 


అ r=0 dsr = ౧౯ ;క్య = 0 లేక క్ష = ఒక 
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౫ ౯= స్ట్రీరరాశి, క ఆధార వకపు స్పర్శరేఖ అవుతుంది ; క్ల స్థిర దిశను కలిగి ఉంటుంది. 


౨ ఆధార వకము బిందువు, R=r+vr, ; స్థూపొకార ఉపరితలము. 


= ఉపరితలము శంకువు, వ|క్రము యొక్క స్పర్శరేఖలచే ఏర్పడు ఉపరితలము ; 


వెన పేర్కొన్న అన్ని ఉపరితలములు ఉత్పన్న తలములే అవుతాయి. —— (2) 


స్పర్శోవరితలము : 1 =1(5) అను వకము యొక్క స్పర్శరేఖిలు జనకరేఖలుగా కల 
ఉపరితలమును స్పర్శోపరితలము అంటాము. 

దీని సమీకరణము R(s, u = r(s) + ut (5) అవుతుంది. 
[1 - వాస్తవ పరామితి, || స్పర్శబిందువు P,(5) నుండి P(5, ఇ) కు దూరము ; PP = a2t 


అయిన1>0;P P=-—a2t అయిన ఇ 6౦). 


అంతరాళములోని (పతి వ[కము, తరగతి 2 2, వక్రత > 0 కలిగిన దానికి ఇనురూపముగ 


మూడు రేఖాజన్య ఉపరితలములు - స్ప రోపరితలము R = r + ut, 


(ప్రధాన అభిలంబీయ ఉపరితలము R=r+un మరియు ఉపాభిలంబీయ ఉపరితలము 


R=rచ+ub లు ఏర్పడుతాయి. 


3.13 క్‌"బ్బ బర ఛచనములు క 
1. కేంద్రీయ బిందువు 8 ఒక రేఖీయ ఉపరితలమునకు క, క్రై లు రెండు సామీప్య 
జనకరేఖలు, వాటి అల్పతమ దూరము §ను Pవద్ద ఖండించిన కాక ప P->3C 
అవుతుంది. ఈ బిందువు C ని కేంద్రీయ బిందువు అంటాము. 

అనగ ఒక జనకరేఖ యొక్క శకేందీయ బిందువు, ఆ జనకరేఖ దాని సమీప్య జనకరేఖల 
అల్బతమ దూరముతో జనకరేఖ ఏర్పరచు ఖండనబిందువు యొక్క అవధి రూపము అవుతుంది. 


2. Striction వక్రము (రేఖ) ; జనకరేఖల కేంద్రీయ బిందువుల బిందుపథమును Striction 
రేఖ అంటాము. 
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8. విభాజనియ పరామితి 8. ఒక జనకరేఖ క్రై యొక్క విభాజనీయ పరామితి గని రెండు 
సామీప్య జనకరేఖల అల్పతమ దూరము, వాటిమధ్య కోణముల నిష్పత్తికి అవధి క్రై క? 


S.D 
నిరంచినాము. p= tt వేను 
Angel p కంకర 





పటము 3.6 


రేఖీయ ఉపరితలము స = 1 + క్ష అయిన విభాజనీయ పరామితి 


కక) /,_ dr 


aim, FE అవుతుంది. 
| క at, > 


కేంద్రీయ బిందువు - మరికొంత వివరణ ః జనకరేఖల మధ్య అల్చతేము దూరము యక 


అవధి రూపము గ అయిన మ ఉపరితలములో ఉంటుంది. 


2 m-n=0-g, సమికరణము FR = ౯ +౮ అయిన మొ క్ర=0 అవుతు౭ది, 


కావున [= ౯౫ ౫ అవుతుంది. 
క్ర దిశ ౪ + ర్‌క్ల అయిన (+ రకు. 2=0 = ౪ -మ=0 అవుతుంది. 
> జక-(ళకగమి=౦0 = (gag)-n=0 


ఆ, సమీకరణము R=r +ug నుండి R, AR,=Ha=(r +ug)) 08 
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3 (౪£/౮కిు'రకొం8౯+ాంక౧ంఖకు=0= (౪౧కు (౧౪౯ +0౧€ ng)? 
౨ (౪-౫) (౪౯-9-(౪-ఇ౮-ఇ+౪ (ఈ-౯)(౪౯కు-(౯-€2? =0 
3 g' -rt+ug=0 (. g=1,g-:g=0 


ఈ సమీకరణము నుండి ₹ కి ఏకెక విలువ ('2*0 అయిన) వస్తుంది. ఇ యొక్క ఈ 


విలువకు కేంద్రీయ బిందువు R= ౫ + ఇళ్ల అవుతుంది. 


మా 01 గా 3 2 
ఉదా 31: పవన్‌ న sr ట్ల తై ఒక స్మూూ తలమును జనింపచేసిన జనక "రేఖ 
m n 





యొక్క విభాజనీయ పరామితి కనుగొనండి. 
ఈ స్కూ తలమునకు రెండు సామీప్య జనకరేఖలు. 


లాయ  _y-B z-y x-(a+do) y-(B+dB) z-(y+dy లేక 
- ‘n+dn 


r=a+/imn;r=(a+ da) + |(n + dn) అవుతాయి. 


[ndn da] 


కి అల్బతమ దూరము 5.9 = నాల 


అవుతుంది. 





Inndni=V(n-n)(dn:-dn)-(n-dn)’ = Vdn-dn =sindy 





S.D [ndn da} 


కావున విభాజనీయ పరామితి =p = eg rig re = 


అవుతుంది. 


కారీజియన్‌ నిరూపకములలో ఇది 


da dB dy 
l 
-— dl dmd ప అయాను 
ప ఇ (602 + (dm)? + (dn)? నాలా. 
1 m mn 


ఉదా 32 ః పె సమస్యలో Striction వృకము, జనకరేఖల ఖండన బిందువును (కేందీయ 


బిందువును కనుగొనండి. 
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రేఖాజన్య ఉపరితలము యొక్క రెండు సామీప్య జనకరేఖల, అల్పతమ దూరము ఆ 
ఉపరితలమునకు జ్యా అవుతుంది. కావున (-* P అయిన అల్పతమ దూర శేఖ 


ఉపరితలమునకు స్పర్శురేఖ అవుతుంది. దీని వెంబడి సదిశ 1. అయిన 
m-:n=0,m-.(n+n)=0- m-:n=0 లక m=p(na dn) 


రూపములో కాని ఇ = 6(1 ౧౫౧౫) రూపములో కాని ఉంటుంది. ౫ యొక్క ఒక విలువకు 
దత్తరేఖపె కేంద్రీయ బిందువు 2+ ౫1 అయిన ఈ బిందువు వద్ద సూ ఉపరితలమునకు 
స్స రృతలము (౧-(42+4యి, ౩, (2 + ఉరు) = 0 అవుతుంది. కావున స్పర్శతలమునకు (లేక 
అలృ్భ్బతమ దూరరేఖ యొక్క అవధి రూపమునకు) అభిలంబరేఖ nA (a' + ౫౫) అవుతుంది 


m-(nra+్నin్శin)=0 లేక 


a(man):(naraa+}్నinan)=0>3 (n-:-n)(n'-:‘a)~-(mn-n)(n-a)) 


+A (n ‘.n)(n'-n)-—(n: n')? = 0 అవుతుంది. 


(nan)-(nAa)) 6-2) 
మభ A= pg లేక ౧ = అవుతుంది. 


కావున కేంద్రీయ బిందువు ఈ జనక రేఖకు క్రూ అవుతుంది. 


క్యాస్టీజియన్‌ నిరూపకములలో ఇది (64+ ౫1,13 + AM, y+ An) అవుతుంది. 


> (00-101) (nh' - mY) 


ఉంటుంది. 
Y (mn'— m'n)? 


ఇచ్చట గి ఇ 


ఉదా 38£ ~=౭౩2+0,y=bz+P (a,b, 6 గలు t పవేయము లయిన) స్కూ తలము 
యొక్క జనకరేఖ అయిన దీని విభాజనీయ పరామితి కనుగొనండి. | 


L వ క న = r=(o,B, 0), g=(a, b, 1) 


రెండు సామీప్య జనకరేఖల మధ్యకోణము ర అయిన 


. ౧6+)! ౨15౧కి 66. 
న న. 
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[260820] 


(1 2౯౯ | 


అల్బతమ దూరము ఏ.0. = 
gag! 


లోక 


విభాజనీయ పరామితి 


SD [గౌ gg] |p| 2 (a'B'— b'a') (1 + a2 + b2) 


క ౬12 + 012 + (ab' - a'b)? 


p=——™ . అవుతుంది. 
VY | ౯౧౯ ల 


సూచన : ఉదా 31 ని ఈ పద్దతిలో సాధిస్తే 


= (6, 80,౧౧, £ = (1, m,n) అవుతాయి కావున 


1 m n + 02+ ౧4) 


1 m mn 
= ననా కాంతను నార నాం వాం! దె. 
Pp (mn — m'‘'n)? + ౧1-902 + (Im' - Hm)? స్ట వన 


da dB dy 


శ m mn 


dl dm dn 
= ర (12 2 2] 
rer Tr నా న నాం 


da df dy 
I m mn 
dl dm dn 

da ౧10 dy 

1 mm 

dl dm dn 


- (d}2 + (dm) + (dn)? — (ld + mdm + ndn)? 


(1, m, n) - (dl, Adm, dn; = 0 అవుతుంది కావున 
da 60 dy 
1 m mn 


11 dm dn 


P= మాయి శన “లకి 
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ఉదా కి4 ః ఉదా. 33 లో Striction వ[కము, జనకరేఖల ఇండన బిందువు 2 నిరూపకము 


కనుగొనండి, 
r=(o, B, 0); (l,m, n) = (ఇ ఏ, 1) కావున ఉదా. 32 నుండి Striction వకము, జనకరేఖల 


ండన బిందువు యొక్క 2 నిరూపకము ౫ లేక 


—b'B'—a'a' +(20' —a'b) (ba! - 410 ') లేక 
b2 + a2 + (abl - alb)2 


— alat(1 + b2) —b'B' (1 + a2) + ab (bla' + a'p!) 
al2 + bB + (asl - a'b)? Ss 


2 y2 2 
Xx Zz ys 
ఉదా తతః ా + షరా ౯ = 1 అను ఉపరితలమునకు వStriCti0n వ కము కనుగొనండి. 
a a ౮ 


ఈ ఉపరితలమునకు జనకరీఖ =? 2-856. జి అవుతుంది. 
a sin 6 —a cos 6 C 


r = (౮6, PB, y = (a cos 0, a sin 0, 0), g= (l, m, n) = (a sin 0, — a cos 8, c) 
= a'=-asind, Bl=acos0,y'=0;l-!=acos6,m' =asind,n'=0 


= 2 (mn'— m'n) (nB'-— my)) 
వున A = Sn mn = 0 అవుతుంది. 


గావున కేంద్రీయ బిందువు ౫=26056,) =25౧60,2= 0 మరియు దీని బిందుపథము ఈ 


భమణోపరితలము యొక్క (పధాన వృత్త ఛేదనము అవుతుంది. 


ఉదా తెరి; ఒక వకము దాని ఉపాభిలంబ రేఖలతో ఏర్పడు సూ తలము యొక్క 


Striction వ[కము అవుతుందని చూపండి. 
అంతరాళములోని ఒక వ్మకము యొక్క "రెండు సామీప్య ఉపాభి అంబరేఇలు 


R=r+/Jb;R= (r+ 8dr) +}; (b + 5b) 
అయిన వీటీ మధ్య అల్పతమ దూరరేఖ 
[R-—r,b, (bAa5b)]= 00), R- (Gr + dr), b + 5b, (b a 5b)] = 0G) 


అ ఛేదన రేఖ అవుతుంది. 
ఇప్పుడు జనకరేఖ R= 7+ ౫b, సమతలము (1 ల ఖండన బిందువు 
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(Ab ~ &r, b + 5b, 0/౧ 6b] = 0అవుతుంది. 
b్నafb=(bab)ds లేక Ttds అవుతుంది. 
కోవున ఇండన బిందువు 
Ab 5b t} = [dr + b + 6b, t] = [t, b + 6b, t] ds = 0 మారుతుంది. 
= Albbtids=0. [bnt] *0 కావున ్మ=0 
లేక Striction వ(క్రము R = క అనగ దత్త వ[కము అవుతుంది. 


సూచన 1 
1, ఈ స్కూ ఉపరితలమునకు విభాజనీయ పరామితి 
లు 
plti= EEE]. 


[మం] (ల 1 
9 = ౮ అవుతుంది. 
2 _ఎధాన ఆభిలంబరేఖలు జనక రేఖలుగా కల స్కూ తలమునకు విభాజణనియ పరామితి 


ఓల, {tb — kt)] x 
Ts లేక +12 అవుతుంది. 





అధ్యాయము - 3 పె పె సమస్యలు. 
2=౫2-32 ఉపరితలమునకు (1, - 1, 2) వద్ద స్పర్శతలము 2౫ -- 2y -2 =) 
అవుతుంది, 


A'YzZ+zx+x)=xyz అను ఉపరితలమునకు మూలబిందువు 'కేం్యద్రముగ కలి 


గోళమునకు కల ఉమ్మడి బిందువుల వద్ద ఉపరితలమునకు గీసిన స స్పర్శ తలము నిరూపక 


అక్రములపె చేయు అంతర్జండముల మొత్తము స్టిరరాశి. అని చూపరడి. 


3 Vy + 22 = 4 ఉఎరితలమునకు (2, _ 2, 3)" వద్ద గాడ్‌ సక యూనిట్‌ 
అ 3 తత 


ఆఅభిలఐబి రేఖ అవుతుందని చూపండి. 
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2x72 — 3xy - 4x = 7 నకు (1, — 1, 2) వద్ద = 3 యూనిట్‌ అభిలంబ రేఖ 
|| J 


అవుతుంది. 
3972 = 4 ఉపరితలమునకు (౫, ౪, ౭0 వద్ద స్పర్శరేఖ 
(x -- 3) (| (0 - 3) (2 - 20) 


వ్‌ ఇ : 
1 J జ 





= 0 అవుతుందని చూపండి. 


2x72 -- 3xy -4x = 7 అను ఉపరితలమునకు (1, - 1, 2) వద్ద స్పృర్శతలము 


7x-3y + 82 అవుతుందని చూపండీ. 


అవరణిక్ష = (వేతిగమన అంచు | 


గ్‌ 


10, 


ll, 


12. 


జర + mn + ee = 1 అను సమతలముల వ్యవస్థకు, 1 - పరామితి అయిన, 





(౨తిగమన అంచు కనుగొనుము. 


(x2 y2iN 22 

ళం ఇ 
7+ న + ఎ = 1 అను దీర్రవృత్తజముల ఆవరణేక, (పతిగమన అంచు, 
స్స J 


6- పరామితి అయిన ప ఏడు, కనుగొనండి. 
al2 + bm? + ecn2 = 0 అయినప్పుడు 1x + My +n2=0 సమతలముల ఆవరణిక 


x2 y2 z2 0 
rs, జీ న వానిన్‌ అవా అ - 
g +2 + (= అవుతుందని చూపండ 


x2 + y2=4a(z-a) అను పరావలయజముల ఆవరణిక ౫2 + y2 _ 22 అను శంకువు 
అవుతుందని చూపండి. 

ఒక వ్మకముపై శకేందము కలిగి స్థిర బిందువు ద్వారాపోవు గోళముల ఆవరణిక, 
(పతిగమన అంచు కనుగొనండ. 

ఆంతరాళములోని ఒక వకము యొక్క సంస్పర్శక గోళ సముదాయము యొక్క 
లాక్షణిక వ| కములు వ(కతా వృత్తములని, (ప్రతిగమన వ(కము అదే వ(క్రము అవుతుందని 


చూపండే. 


ఉత్సన్న చలము = స్తూ ఉపరితలము | 


13. 


ఈః [కింది వ(కములు (పతిగమన అంచులుగొ కల ఉత్పన్న తలములు కనుగొనండి. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


- ఆపకలన జ్యాషి 


(1) (ef, e-' V2), (ii) (a 60560, a sind, 60. 


y=tr-t,z=ty-t అను ఉత్పన్న తలము యొక్క |పతిగమన వక్ర 


y-42=0,x} - 22 = 0 లచే సూచించబడుతుందని నిరూపించండి. 


F(x, y,z)=0 ఉత్పన్న తలమును సూచించిన 


F FEF EF 
xXy XZ 2 


Xx 


rf 


F 
F 
Yy yz 
= 0 అవుతుందని చూపండి. 


ణే 


F F 
F F F 
zx Zy 22 2 
F F 0 
y z 


rx 


x 
yx 
Xx 
(i) (u, u2, ఇక్క (1) (a cos 6, a sin 6, 66)ల సంస్పర్శక ఉత్పన్న తలముబ 
[వాయండి. 


(i) 2 = 0,3౫2 = 4ax; 2 = 0, x? = 4ay© ద్వారాపోవు ఉత్పన్న తలము, (11) ద్వా 


(పతిగమన అంచు కనుగొనండి. 


ఒక వకముప బిందువు 7కు అనురూప (పతిగమన అంచు 





న కర + k - 
‘Rest ne) అని మనకు తెలియును. ఈ సమీకరణము_ 
ఇ = k2 (r' NIT ) 5 

=r PEP అవుతుందని చూపండి. 


ఒక ఉత్పన్న తలము ౧౨2402 = 12, 2= 6;22 + 0/2 = 1, 2=-6 అను వ కము? 
ద్వారా గీయబడిన 2 = 0తో ఆ ఉపరితలము యొక్క ఛేదనము 


(tan a \ 
ప? = cosa + A 6058 ; nn” గ అవుతుందని చూపండి. 
స లో 





ఒక్‌ ఉత్పన్న తలము (1) రెండు దత్త తలములను ఆవరించును, (11) ఒక వక్రమ 
ద్వారా పోవుచు దత్త తలమును స్పర్శించును, (111) రెండు దత్త వకముల ద్వా 


పోవునని చూపండి. 
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21. 


22. 


293. 


24, 


25. 


26. 


27. 


143 


z= 0, 4a3y3 = b2c2x2; y = 0, 4a3z3 = 6cfx© ద్వారాపోవు ఉత్పన్న తలము 
(a2yz -- 000302 = 4a2 (bzx + ay2) (cy2 + az2) అనియు దాని (పతిగమన అంచు 


az2 + cy =). a2yz - అయ = 0ల శేదన వ[క్రము అనియు చూపండి. 


శాంకవములు x౪ = 1, 2= 0; y2 = 4x, 2 = 1లను కలిగి ఉన్న ఉత్పన్న తలము యొక్క 
(పతిగమన అంచు 809” = 9(2 - 1౫ శంకువుపై ఉంటుందని చూపండి. 

x2 +y2=a2,z=0;y2+z22=b2,xz=0 

అను పృత్తములను కలిగి ఉండు ఉత్పన్న లలము యక్క (ప్రతిగమన అంచు 

xe fue Vl TE 


ము న్ర 3= “=కా-ా కనా 3 సూపముపె ఉంటుంది. 
2 2 రా 


2 2 2 
టు అపు. liane ల్‌ 
5 స + 7 అను ద్నీర్రవృత్తజము x = 0, y2 + 22= 82 అను (పకాశవంతమయిన 


' వలయముచే పరివృత్తమయిన దాని నీడ ౫౪ - తలములో 


x2 y2 22 
a2 02-02 22-02 


చే గుర్తించబడునని చూపండి. 


3 5 క్‌ శ x2 y2 y2 72 | 
స ల చా =F అను వకమునకు గీసిస స్పర్శరేఖలచే 


ఏర్పడు ఉతృ్పన్నతలము యొక్క ఛేదనము 2 = 0 తలములో 


2 (౧2 ౧2 M2 2_ 1,22 
a (a +c) వారు + c2) ab) అవుతుందని చూపండి. 
2 y2 2 
(i) y=tx—t3,z= t3y _t్‌ అను సరళరేఖలతో ఉత్సన్నతలము, 
(ii) x = 262 + 2022 + 2t (1- 3t), y = —2tz + t2 (3 + 4t2)అతో స్కూ తలము 


ఏర్పడులేదని చూపండి. 


2 2 2 2 2 2 
x ర 2 xX y 2 
a2 ye. 2 "A2 92 C2 


ఛేదన వృక్షము వెంబడి మొదటి శాంకవజమును ఆవరించు ఉత్పన్న తలము యొక్క 


ప తిగమన అంచు 
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28. 


29. 


30. 


al. 


32. 


అవకలన జ్యామితి 


x23 A203 (౧౧2 — c2)2/3 y23 B23 (c2 _ 22)23 : 223 C23 (22 _ b2)2/3 
లాలో pe క = 


అను శంకువుపె ఉంటుందని చూపండి. 

ఒక ఉత్పన్న తలము x= 0, y2 = (2-1) (2z — a); y = 0, x2 = (a— b) (22 —h' 
అను వ(కముల ద్వారాపోయిన దాని (పతిగమన అంచు ౫2 _ y2 S+(a-b2 z=) 
అను స్ఫూపము పె ఉంటుందని చూపండి. 

ఒక ఉత్పన్న తలము 

2 = 0, ౫ = 26 y = 2at; x = 03 = - 8862, 2 = ఉరి 

అను షృకముల ద్యారా పోయిన దాన (పతిగమన అంచు 


y2 + Gax = 0, 64xy = 922 పె ఉంటుందని చూపండి. 


ర్స శ్చ 
ళ్స| ర్స 
జ 


త 
ఆశీ 


x2 + y2 + 22 = య, - 
a 


అ ఆవరించు ఉత్పన్న తలము zx తలమును / 


x2 z2 c2 
bra జ br +c b2 — ¢c2 లో ఖండంచునని చూపండి. 


a (6969 — 2) 


600569 + y sind = a, x sind — y ౧0506 = అ నుండ 6 ను తొలగించిన 


ఉత్పన్న తలము వస్తుందని చూపి, దాని (పతిగమన అంచు సమీకరణము (వాయండీ. 
2 0,6 లు పరామితి t యొక్క (ప్రమేయములయిన ax + by + 02 = న యొక్క 


(పతిగమన అంచునకు ఈ సమతలము సంస్పర్శక తలమవుతుందని చూపి, (పతిగమన 


cs 


“D (a2 + bW + cJ2) 1 గబ 
ఆంచుకు వ! కత, విమూటనములు లాం ) మరియు మా 
అవుతాయని చూపండి. 

హు pp pp" 

i > గ a' గ! 2''! 
_౩+0+య=క్కేతీ= b b b" మరియుపే= 

6 64 క? b b ౨ b'' 

c ec! ce! el! 


ఆని ఇవ సబడినది_ 
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33. z= 0, x2 + y2 = 422; x = 0, y2 =4a(x +a అను వకముల ద్వారా రెండు 


తె«4. 


శంకువులు పోవుననియు వాటి శీర్షములు (24, 0, - 22), (- 2a, 0, - 22) అని 
చూపండి, 
ఒక వకము యొక్క ధృవీయ ఉత్పన్న తలము ఆ వకము యొక్క (పతి 


కేందమునకు చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము అవుతుందని చూపండి. 


ది  కపరామితీియ ఉపరితలములు 8 


తెర్‌. 


36. 


37. 


తెరి. 


39. 


40. 


- ౧056 siné + sind sing + ష్‌ 600థ= 1 (69, లు పరామితులయిన) యొక్క 
శ తే 
re hie pm డి పం. 
ఆవరణీక 2 న + 1 అవుతుందని చూపండి 
3 
నిరూపకాక్షములతో ఢా ఘన పరిమాణపు చతుర్ముఖి (tetrahedr0n)ను ఏర్పరచు 


సమతలము యొక్క ఆవరణిక 270/2 = 1 అని చూపండి. 
ax? + by? + cz2 = 0 శంకువు యొక్క జనకరీఖల ద్వారా గీయబడిన అభిలంబ 
తలముల ఆవరణిక 


al3 (b - ©)23 x23 + bY3 (6 a)23 y23 + 01/3 (a -- b)23 22/3 = 0 అవుతుంది. 


నిరూపకాక్షములపె ఏర్పడు అంతర్హండముల వర్గముల మొత్తము స్థిరముగా కల 
సమతలముల ఆవరణిక ౫23. 4+ y23 + 228 = (23 అని చూపండి. 


2 2 2 
న + 5 + 3 =1 యొక్క స్పృర్శతలము నిరూపకాక్షము లను A, B, Cలలో ఖండించిన 


0, A, B, Co ద్యారా పోవు గోళము యొక్క ఆవరణిక 
(ax)23 + (by)23 + (c2)23 = (x2 + ౪2 +, 22023 అని చూపండి. 
౫ - అక్షముపె స్థిరబిందువు గ, ౫౭ - తలములోని చలన బిందువు Pకు కలుపబడినది. 


P ద్వారా APక లంబముగ ఉండు సమతలముల ఆవరణిక కనుగొనండి. 


41. 


శె. 


44. 


46. 


be 


వరి. 


49. 


అవకలన జ్యాబుతి 


6 - అక్షముపై స్థిరబిందువు ఓ అయిన A ద్వారాపోవు ఒక సమతలము ౫౪ - సమ 
తలమును BCలో ఖండించిన BC ద్వారాపోవుచు ABC తలమునకు లంబముగా ఉండు 
సమతలము ఆవరణీక కనుగొనండి, 

n దత్త బిందువుల నుండ ఒక సమతలమునకు కల దూరముల వరముల ముత్తము 
స్టీరరాశి అయిన ఆ సమతలము యొక్క ఆవరణిక కేందీయ శాంకవజము లని 
మర 

ఒక వృత్తముపె కల స్థిరబిందువు నుండి జ్యాలు గీయబడిస, ఈ జ్యూలు వ్యాసములు 


కల గోళముల ఆవరణిక కనుగొనండి 


సరబించదువు 0 నుండి పరస్వర లంబరేఖలు (8) గీయబడినవి. ఇవి దత్త గోళమును 
వి ఇ, [ల వద్ద ఖండించిన సమతలము 1౨61 యొక్క ఆవరణక కనుగొనండి. 
ఏ, వలు స్థరగోళములు, గోళము క యొక్క కెందము ఏవ, పె ఉండిన న్య, వల 


మూల తలము (Radical plane) ఒక శాంకవజముసు ఆవరించునని చూపండి. 
సిర బిందువు ద్యారాపోవు సమతలములు దీర్గ వ ఫత్తజముతో స్థిరవెశాల్యము కల ద్‌ర్ష' 
డు ఇమ శాన డు ఇష హం 
వృత్తముల నేర్సరచిన ఆ సమతలము ఆవరణిక కనుగొనండి. 

ఒక దర వృత్తజము యొక్క సంయుగ్మ వ్యాసములు దీర్రవృత్తజము యుక్క కెం దము 
కేంద్రముగా కల స్థిర గోళమును P,Q,Rలలో ఖండించిన సమతలము PQR ఆవరణిక 
కనుగ్‌నండీ. 

శాంకవజము 2232 + చెడి + 222 = 1 ఫె బిందువు P సుండ నిరూపక తలములపె 
అంబములు PL, PM, PN గీయబడిన సమతలము LMN యొక్క. ఆవరిణక 
(2x)23 + (b5y)23 + (62)%3 = 228 అని చూపండి. 

అఎరూపకాక్షములను స్పర్శించు గోళము దృషా ఒక బిందువు యొక్క ధృవతలముల 
ఆవరణీక కనుగొనండి. 


కేంద్రీయ బిందువు - సకన్‌ (516601) వ[కము - విభాజనీయ పరామితి ; 
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50. 


51. 


52. 


53. 


ర్‌డే. 


ర్‌ర్‌. 


56. 


57. 


ల్లో 


ఒక స్కూ తలము యుక్క జనకరేఖకు గీయబడిన అభిలంబ రేఖలతో ఏర్పడు 
ఉపరితలము కనుగొనండి. 

[7 605౪, v sinu, f(W]నకు విబాజనీయ పరామితి, Striction వ(కము కనుగొనండి. 
అంతరాళములోని ఒక వుక్రము యొక్క (పధాన అభిలంబరేఖలతో ఏర్పడు ఉపరితలము 
యొక్క. స్రీకన్‌ వ[కము అభిలంబమును వ[క్రము నుండి నన దూరములో 
ఖండిస్తుంది అనియు ; అభిలంబరేఇపై P, ల వద్ద ఉపరితలమునకు గీయబడిన స్పర్శ | 
తలములు పరస్పరము లంబముగా ఉండిన, అభిలంబరేఖ, (స్థ్టిక్షన్‌ వ్మకముల = 
బిందువు C అయిన CP .CQ = వ అవుతుందని చూపండి. 

₹ విమౌటనము కల వృక్రమును గీసిన ఉపాభి అంబరేఖలతో ఏర్పడు స్కూ ఉపరితల 
జనక రేఖ యొక్క. విభాజన పరామితి అనురూప బిరదువద్ద ష అవుతుందని చూపండి. 
ఒక స్కూ తలము యొక్క జనకరేఖ Stricti0n వుకము యొక్క స్పర్శరేఖ, (ప్రధాన 
అభిలంబరేఇలతో sa 12, cos ty కోణములు చేసిన చ =, (p స్రీక్షన్‌ వకము 
యొక్క వ(కతా వ్యాసార్హము) అని చూపండి. 

x + yt = 8601 + t2), y + 226 = (3 + 4t2) జనకరేఖగా కల స్కూ ఉపరితలమునకు ఈ 
జనక రేఖ యొక్క విబాజనీయ పరామితి (1 + 2t2)2 అనియు Striction వకము 
x = 3t, y = 36, 2 = 2t9 అనియు చూపండి. 

(భమణోపరితలము అతి పరావలజమయిన (i) Striction వకము కేందీయ వృత్తము 
అవుతుందని, (11) జనక రేఖలు దానిని స్థిరకోణములో ఇండించుతాయని, 
(111) విభాజనీయ పరామితి స్టిరరాశి అని చూపండి 

~~ tan =ని x 5100 =)” cos0,z=c0 అను జనకరేఖల వెంబడి స్పర్శించు 
పరావలయజము 6 (1951060 — y 6056) + (2-69) (౧6056 + y sind) = 0 
అవుతుందని, ఏ జనకరేఖ కయిన విభాజనీయ పరామితి 6 అని ఈ ఉపరితలము 


యొక్క Striction వకము 2 అక్షము అవుతుందని చూపండి. 
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ర్‌రి. 


59. 


60. 


61. 


63. 


64. 


64. 


అవకలన జ్యామితి 


న ye 
7-17 = 92కు స్రికన్‌ వ కము కనుగొనండిీ. 





x -- ౬ 6౧056 = a sind 
6 0 6 
cos6 cos 3 sind cos 3 sin 5 


. = 6 
Striction వకము 2y +z2=90 సమతలములో =, 0, 0 కేం దము; 22, 
న్‌ లో 


దీర్ణాక్షము |హస్వాక్షముగా కల ద్నీర్రవృత్తము అవుతుందని చూపండి. 


x2 2 22 x-acos9 3-౧౦ 5116 
న ఇ కాం ఆక. జనకరేఖ asind *" —bcosd 





యా! హ్‌ వెంబడీ 
C 


(పధాన దీర్ణవృత్త ఛేదనము నుండి (స్టీక్షన వ్మకమునకు కల దూరము 


0/౨౫ వట ల 2 9 21 1/2 

c* (a — b})* sind 6౧059 (a* sind + 0* 60546 + 64) 
b2 62 sin20 + 0222 60326 + a2b2 అవుతుంద 

z (x2 + y2) = 2mxyుకు x 9516 =y 6056 సమతలములో జనకరేఖ యొక్క 


విభాజనీయ పరామితి 2 609 26 అని చూపండి ; కేందీయ బిందువు కనుగొనండి. 


2 = 42x అను ఉపరితలమును * =2,౪y = 26 అను జనకరేఖ వెంబడి స్పర్శించు 
శాంకవజము 9? (1 +32) = 206 (3% +2) అనియు జనకరేఖ బిందువుల వద్ద 
ఉపరితలమునకు గీయబడిన  అభిలంబలేఖలు 22-౫2 = 4౯ (7 -- 26) అను 


పరావఅయముపె ఉంటాయని చూపండి. 


ఒక సరళరేఖ ఒక ట్వ సైడ్‌ వ[కముతో స్పిరకోణము చేయుచు దాని చాపకలనియ 


తలములో ఉండిన ఈ సరళరేం జనక రేభఖగా కల ఉపరితలమునకు స్రికన్‌ వకము 


దత్తవ[కము అవుతుందని చూపండి. 


రెండు సూ తలములకు ఒక ఉమ్మడి జనకరేఖ ఉండ (i) ఆ జనకరేఖ వెంబడి (3) 
బిందువులలో అవి సృర్శించినన ఆ జనకరేఖ యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద అఎ 
స్పర్మించుననియు ఆ ఉపరితలముల దృష్ట్యా జనకరేఖ యొక్క కేందీయ బిందువు, 


విభాజణనీయ పరామితి ఒక్ళు ఉంటాయని చూపండి. 


4. 
ప్రధమ వమవూొలిక రూపము 


దాని యొక్క జ్యామితీయ నివరణ 


4.1 ఉపరితల వ్రాలు క 

ఇ మరియు? ల మధ్య ఉండే సంబంధము ద్వారా తలము మీది వ(కమును ఏకెకంగా 
నిశృుయించవచ్చును. ఉదాహరణకు 1౮,౪ మరియు పరామితి 6 ల కమ (పమేయము 
f(u, Vv, c) అయినప్పుడు, f(u,v,0=0 తలము మీది వ(కములను నిశ్చృయించును. 
౮ యొక్క (పతి విలువకు ఈ సమీకరణము తలము మీద ఒక (పత్యేక వ్మకమును 
నిశృయిస్తుంది. (౮ వివిధ విలువలకు ఏర్పడే వ[కాల సరణిని ఐక కులుంబం అంటాము. 

ఎకాంతరంగా ఇ మరియు ౪ లు ఒక పరామితి ్ళ మీద ఆధార పడినప్పుడు ఆ 
సంబంధాలు తలము మీద ఒక వక్రాన్ని నిశ్చయిస్తాయి. అటువంటి వకమునకు 7 = 7 (1 
స్తమీకరణమవుతుంది. 

తలము ఏ5 మిది వ్మకముల సమితి ఒక వాస్తవ పరామితి € మీద ఆధారపడినప్పుడు ఆ 
ఐ(కముల సమితిని 5 మీద ఒక - పరామితి వ|కముల కుటుంబమని అంటాము. 

Cc, మరియు (౮ లు తలము 5 మిద నైండు ఏక-పరామితి సరళ వకముల కుబుంబా 
అనుకుందాం, 5 మీద (పతిబిందువు P ద్వారా ర, మరియు ర, ఒక్కొక్క వ్యక్రము 
వెళుతున్నాయనుకుందాం C,, ర ల వ్మకములకు P వద్ద విభిన్న దిశలుంకు ౮, మరియు 


నూ క్ల ఐ[కముల వల (౧౭t) ని రూపొందిసాయని అంటాము. 


4.2 పరామితీయ వ([కములు ః 


తలము 7 =7 (1,౪) మీద ౪ = స్థిరము ౪ =, స్థిరముగా ఉండే వ[కములను 


పరామితీయ వ్మకములు లేదా నిరూపక వ(క్రములని అంబాం. (ప్రత్యేకంగా ౪= స్థిరము = & 
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అయినప్పుడు, T క (u, a) యొక, జాడ పరామితీయ వ[కము. దీన్ని U-= వ(కమని 


పిలుస్తాము. దీనికి  పరామితిగా వ్యవహరిస్తుంది. దీని స్పర్శరేఖ సదిశ గ కి సమాంతరముగా 
శ్ర wa —3 oe 
ఉంటుంది. అలాగే ౪ = స్థిరము = ప అయినప్పుడు 7 =r (b, ౪) యొక్క జాడ 


పరామితీయ వ(కము. దీనిని ౪- వ్మకము ఆని అంటాం. దీనికి ౪- పరామితి దీని స్పర్శరేఖ 


జో 


సదిశ ₹ కీ సమాంతరంగా ఉంటుంది. | 
తలంపెగల ఏదేనా బిందువు వద్ద 
mee: =. అ 
rx 40 (1 ౫ 7 40) 

3 3 - 
అయితే, ఆ బిందువు సాధారణ బిందువు అవుతుంది. అంటే 7,,7, లు పరస్పరం 
స్వాతంత్యాలు అవుతాయి. తలంపై గీసిన వక్రము యొక్క స్పర్శరేఖ 

dT = ల du + శే dv 
క dv = అ తో 
అనే సదిశ దిశలో ఉంటుంది. dr యొక్క. దిశ ~~ నిష్పత్తి పెననే ఆధార పడుతుంది. 
సదిశ [a శ లు గల సమతలంలో ఉంటుంది. అంటు బీ xT, ఉపరితలానికి లంబంగా 


l 
ఉంటుంది. కనక ఏదెనా బిందువు వద్ద యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ 


స్ట ) 
N= BN 


X 


3 3 
(rT XT 
రి 
1 9 


ర్న x fF =0 అయితే ఉపరితలం వ కంగా విశ్శీర్తము (degenerate) అవుతుంది. 


ఎందుకంకే [ప్రాథమిక స్థాన భంశం d7 కి దిశ T, du + ల dv. మరియు 


Cg స్త అయినప్పుడు. Fa నై! లు సమాంతరాలు. ఇంకా d౪, 641౪7 లు ఏమై నప్పటికీ 


17 ఒకే దిశను కలిగి వుంటుంది. దీని నుండి తలం వంగా విశ్శీరము చెందుతుంది అని 


వస్తుంది. 


తలంమీది (పతి బిందువు నుంచి (పతి పరామితి కుటుంబానికి చెందిన ఒకే ఒక పరామితి 
వ[కము పోతుంది. 
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P బిందువు (లృ: ళ్ళ) అనుకోండి. అంటే ళు, ₹ లు ఎకెకంగా బిందువు P వలన 


శరయించబడతాయి. అంతమే ౪ = ఇ, 7 = ఖ్య అనే రెండు పరామితి వ కాలు మాతమే P 
వ్యారా పోతాయి. కనక ఈ వ[కాలు ఉన్న తలానికి. (బ్బ ( లు  చెందినబ్లయితే, ఒకే 


స్యవస్థకు చెందిన రెండు పరామితి వ(కాలు అరడీంచుకోవని వస్తుంది. అయి విభిన్న వ్యవస్థల 


ఎంచి వచ్చు ఎ[కమాలు ఖండీించుకుంటాయనియు, ॥ = U:V= స్యా వ(కాలు ఒకేసారి 


ండఉంచుకుంటూయి కాని ఒకటి కరే ఎక్కువ పర్యాయాలు ఇండించుక్‌ వని వస్తుంది. 


లె అభ్యాసం క 
I, (కంది తలాలను పరామితి రూపంలో యిచ్చాము. (ఏతి సందర్భంలోను f(x y:z)= 
రూపంలో తలాల నిరూపణను కనుక్కోండి. మరియు 1 = స్థిరరాశి, ౪ = స్థరరాణి 


వకాలు తలంలో ఎటువంటి వకాలో కనుక్కోండి. 
Ls దీర్గ పృత్తజము (asin ucos v, b sh u sin v, c cos ౬. 
2. దీర్ణవృత్త పరావలయజము (au 605 v, bu sin v, u2) 
చ. అతి పరావలయజము (au cos hv, bu sin hy, v2) 
4. ద్వొ్‌ఖండ అతిపరావలయజము (a sin hu cos v, b sin hu cos ౪, C cos hu) 
ర్‌. శంకువు (a Sin hu sin hv, b sin hu cos hv, C*in hu) 
6. సమతలము (11+ ౯౪-7౪, ఖు 


7. సూపకము (ఇ, ౪) 


న 


Hl. ఏక ఇండ అతి పరావలయజముప పరామితి వకాలు 


లో 
జీల 
కడ 
pi 
| 
డ్‌ 











క 
గం + టి 


గు (స 


1 


ఆ 


A= ఓ సట = స్టీరరాశి అనేవి ఎటువంటి వక్రాలను నిరూపణ చేస్తాయి 
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4.4. (పత్యేక సంకేతాలు (Specific notations) : 


పరామితులు ౪,7 ల గూర్చి పాక్రీక వ్యుత్సన్నాలను, పొదికలు 1,2 లను ఉపయోగించి 


27 మే Br ddr 
10 2 0v 1 du ’ 2"dudv vou 


| 
వ 
| 
=| 
( 











= uU+r.v 
1 2 
ds, 
మ న్‌ అ it మ ల Tal + ul (7 ) షు Vy’ గౌ }' 

3 ps 2 ME 2 

అనం ఉత + VV +u (గ్ర శి ౪7) + ళ్‌ (7 u+7 ళా 

న. 2 11 12 21 22 
4.4.2 హం. eT Vv +T Po Uv +T uP 

స్‌ న్‌ 1 2 11 12 92 


ఈ (కింద చేయబడిన ఏ చర్చలోనెనా సదిశ 7 క (పతి పమాణములోను అవిచ్చిన్న 
పాక్తీక వ్యుత్సన్నాలు ఉన్నాయని అనుకుందాము. 
4.4.3 క్యా వ ఐల, TE A గా = (16 గాన్‌ సంకేతము లేదా తుల్యముగా, 


క్ష = శ, కో, (సెన్సర్‌ సంకేతము) 
1 i Jj 


కనక క, = E, క, = క్ర = F, క్ర = G అని (గహి ంపవచ్చు. 
రాసులు క్ష అను (పధమ (పమాణ మౌలిక పరిమాణాలంటూము. 


— 
తలము మీద యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ N అనుకుంటు 


9_ p> wD Pg Ty ye 9 _ 72 ప 
4.4.4 H =(T Xr) =r “Tr Wr 1 0) = EG F అయినప్పుడు 
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( 


యాజావాస్తే 
న. T 
ఉత్తర N = = 
pra H 


3 — - 
446 N.T)=LN.T,=M N. కా న. 


స్వా 


(గాస్‌ సంకేతములు) అని నిర్వచిద్దాము, లేదా 


ఇ 
4.4.7 ర = వ. (బున్ఫర్‌ సంకేతము) 

దీనినుంచి 

ర్న మ ర్మ క b, = M, bb =N అని |గహి స్తాము. 

రాసులు b, లను (అంటే 1, M,N లను) 

ది తీయ (పమాణ మూల పరిమాణాలు అంటాము. 
ట్ట 
+. వ్య = 0 (1= 1, 2) సమీకరణాల నుండి పరామితి ఇ(లేదా ౪) ని పాక్షికంగా అవకలన 


వేయుటవలన వచె ఏడి సమీకరణాలలో పాక్షిక అవకలనాన్ని సూచించే పాదిక 3) అయితే 


— 3 
N. " +N. శ =0 అని వస్తుంది. 


జ 


వా 3 

యా - —3 
b.. వడా N. T ॥ క వా —N.. T 2 —_ అజా T "yp శి 
1) i i i ij 


ఇది L, M,N ల మరియొక నిరూషణను ఇస్తుంది. 


ఆ జ ఫి 
4.4.8 L=b,,=-N,. న శ్‌. 


ది NT గ సదిశల అదిశా| తిక లబము 
4.5 అదిశా లబ్లాలు ఃN, r,, 13 స ( బి 


అవక € 
వ 
Fst, లతో N పె సదిశా అబ్భాలు 1 
"ఆ తంత ప అణు 
(1) r.xN=r. x =—ా = 
1 1 H H 
- వ 
Fr,-E వా ల ల 
= it 
వ TxP) ర్యా శన రో వి న్నా 
స Nm తే! = 
9 2 H 
3 వే 
“HH | 


46 అఆదిశాౌ లబ్బాలుగా ది (తీయ (వమాణ పరిమాణొలు | 


(4.4.4), (4.4.69 నుండీ 


ఇ 3.3 333 
Hb., = xr. అ 
ర్య శ్‌ హ్‌ క న ర క 


(4.48) నుండి 


4.6.1 HL = Gf వ T.,.], HM = My Ey క్క 


HN = (గా క 1] 


4.7 E,F,.Go©o పాక్షిక వ్యుత్సన్నాలుః 


3 స్తు 3 ఆస్తే 
E,=(r,, r 1 )y=2 TT 


E=(r. Tr )h=2 ల్‌ 12 


| 
శ 
వ 

J 


we 
|| 
గా 
శ 


జాక్‌ 
బ్‌్చి 
నా 
— 
|| 
pr 
వీ 
wrt 
ప 
హిం 


త్‌ 
bi 
oY 
“| 
సా 
tl 
క 
| 
| 


G2 

11 

ళ్ళ 
వీ 

[| 

Ne 

శ 

జ BB 


ర 
H 
"| 
~f 
జో! 
ho 
|| 
bho 
=| 
ర 
| 
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సీట్‌ నుండీ 
శై పేద పై ప _ 1 3 ఆ l 
471 r "179 న T1197 E,, bs ro Fa (౮ 
3 3 ls ఆ le ఆపు తట! 
11 నార లల గార Ty: 155 (2 


48 సంకలన్‌ నేంకేత సంజ్ఞ (Summation Convention) : 
"ఐదెనా పదంలో పునరావృత పొదిక వచ్చిన తే ఆపాదిక యొక్క అన్ని విలెన విలువలకి 
| 


“సంకలనము తీసుకోవాలని (గహించాలి. కనక 


20] + Mes 


(_2_ ఇ మ = గర 
ke ర Mo 3 x రు 0x. 
3 ఓ ్ర/ 

అని రానాము. 


డొని బటి సంకలన సంజ ”ౌ ని వదిలి వేస్తున్నామని |గహి ంచాలి. 
రు = జాలి 


“49 మౌలిక రూపాలు; 


u,v లలో గల ఆరు (ప్రమేయాలు E'F,G,L,M,N లతో "రెండు అవకలన వర్ల 


రూపాలను నిర్వచిస్తాము. 


4.10 మెటేిక్‌ లేదా ప్రధమ మౌలిక రూపము : 


ఆపదితలముూుప పరామితి విలువలు (౮, ౪), (౪ + 5రu, ౪ + 67) లకు అనుగుణంగా, 


[క్రమంగా ఉన్న సామిప్య బిందువులు P (7), Q (T+ ర్‌7) అని అనుకుందాము. అప్పుడు 


dr=7r1 r jdu+ T > dv. 
వకముె P, Q లు సమీప బిందువులు కనక P,Q లను కలువు చాప ఖండము యొక్క పొడవు 
ds, | ఆ వే! నకు సమానముగా తీసుకుంబాము. 


—3 29 తు ఆపి ల నక 
= Tr వ య ల Ig క 


156 '  అవకలనజ్యా! 


(+ లీ ఇళ [ఉశలీట, ౪1 dv) 





జ్‌ 


౨౬ఎ 


ds?=dT2=(T, du+7, dv)? 
Pana 97 7 939 
=r య + 27 స Tro dudv + క్‌ dv 
= E du? + 2F du dv + G dv? 


అవకలన వర్గ రూపము ds? = E du? + 2f dudv + 6 ౪? ను తలము యొక్క ధిమి 
రూపమని, E, ౯, G లను (పధమ (పమాణ మౌ లిక పరిమాణాలన అంటాం. 
లేం వి = న్ని న 


(rT.X 3 


2_P Py 
1 Cry ) 


19 


=EG-F2>0,E>0,G>0 
కనక 


EG-F2=H2>06అని సూచినాము. 
పరామితుల ఎంపికతో E, F, ఆ లలో మార్పు రావచ్చును గాని (పథమ మౌ లిక రూపము 


పరామితీయ పరివర్తనలకు నిశ్సరము అని (క్రింది సిద్దాంతము చెబుతుంది. 


4.11 సిద్దాంతము ః తలానికి ప్రధమ మౌలిక రూపము పరామితీయ పరివర్తనలకు నిశ్చరము. 


పత్తి £ 


గ 


ఉ 7=7 (1, ౪) తలమునకు పరామితీయ చిత్రణము, ౪'= 4 (౪, ౪), ౪ = y (౪) 


అ ద్యారా ఒక పరామితీయ పరివర్తన నిర్యచితమై ందనుకుందాము. అప్పుడు 


bo ye 
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చ 


౨ d7? 3dr du dr av 
rT ee హా 
i u ౦౬ 


‘du Ov Iu 
ఆస్తే ou — av 
=r 


— +7 
1 du 2 du 


— dr ar du dr dv 


2 పళ dur vy vv 


3 du 3 dv 


“Tin! 20 
ou dv 
యు = du +7 dv' 


dv Iu dur, dv! 


9u' gv! 
కనక, 
E' dul2 + 2F' du dv! +6' dv! 


ఆస్తే లీ 2 నో టి 
Te du' +21. To du dv! +r dv' 


- 3 
(గ్య du'+r,'dv')2 


MET EINE జ్‌ 
ష్ష్‌ 1 iu! 29v', 1 రక! 23v', 

BE క ల 
స. du En dv పే ట్‌ du En dv 


జే ప్ర్మ 3 అ 3 wr 
=(r, du+ ro dv)? = r 2du*+2 ry. To dudv+ r 2 dv* 


= E du? + 2 F dudv + G dv2. 


4.12 క్‌ "న్న ముఖ్యమైన తలముల (పథమ (పమాణ మౌలిక పరిమాణములు | 


4.12.1 మాంగే రూపములో తలము ః £=*(0 3), ౫, ౫ పరామితులు 
2 = f(x, y) కనక 


7 = (లం f(x, y)] అని తీసుకుంబాము. 
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p=f,d=b,r=p,s=p,=4,t=q అనుకుంరే 


7,=(1,0,p) 
T,=(0,1,9 

3 3 3 3 
వ 1+p?,F=r i: హం 


(= కో . గ్య = 1 + 02, = 96--౨2= 1+ 02+ 6. 


4.12.2 సార్వతిక భమణోపరితలము $ 
6 - అక్షముపె పరిభమణ కోణము 9 అయితే, 
T (u, 0) = [g(u) cos 6, g (u) sin 6, f (u)] 
లేదా, 
TY = (g cos 60, g sin 6, f) 
+ క (కో cos 6, g' sin 0, f") 


గ 2 (--౯51006, gcos 06, 0). 


E=7,.7, =g+f”,F=0,G=gి, 


H2=EG—F2-g2(g!* +f"). 


4.12.3 భమణో పరితలము ౩ |భమణో పరితలమందు ఏదెన ఒక బిందువు యొక్క నాన 


సదిశ 7 అనుకురకే 


T=(u cos 0, u sin 8, f (u)) 
శా = (6056, sin 6, f,) 
క్షే 
T,=(-usind,u 6056, 0) 
తై ఆ _ 2n_? లు రచనా 9 
E=r.rszlrf,F=r,.ryz0bG=r,. r,=u 


H=EG-F2=u2(1+ క 
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412.4 -శాంకవల బము। 
x=ucosd,y=usind,z=f(60) 
T = (u cos 0, u sin 60, f(0)) 


Y = (cos 0, sin 6, 0) 


జ 


9 = (-—usin 6, ౬౦౦86, f') 


డీ 3 ౫౫ 3 - pa 
E = క్‌ న ల = 0(1= ౫ క స 


2 = 36-౯2 = ౬2+ 


4.12.5 అంబకుండలిని & 


చి = 1605 6,3= ౬5100, 2= 66 
— సా శ 

r =(u cos 6, usin 6, 69) 

—_ 

r 


] = (cos 80, sin 6, 0) 


2=(-usin6, ucos6, c) 


H2 = EG-—F2=u2+ టే. 


3 
412.6 రేభాజన్య తలము ః రేఖా జన్యతలముపై సార్వత్రిక బిందువు యొక్క స్తాన సదిశ R 
అని భూవ[కము సె బిందువు P యొక్క స్థాన సదిశ 7 (9 అని, P వద్ద జనక రేఇికి 2(t) 
యూనిక్‌ సదిశని, P నుండి బిందువు 0, ౪ దూరములో ఉందని అనుకుంకే R=T7+uf, 
మరియు 

E = 72 +2u i T +u2 22 


F= రో, 7,G= 1 అవుతాయి. 


4.12.7 ఉదాహరణ 1: తలము 22 = ax2 + 2hxy + by? (x,y లు పరామితులు) నకు 


మొదలి (పమాణ మౌ లిక పరిమాణము లను కనుక్కోండి. 


160 ఆవకల 


సాధనము; peg ట్‌ y, 5 x2 + hxy + ల 2! 
\ 


Tr, = (1, 0, ax + hy) 


గా = (0, 1, hx + by) 


E=T,. Y= 1 + (ax + hy)? 
fur. క్యా = (ax + hy) (hx + by) 
G=7, Tr,=(l + hx + by)? 


H2? = EG-—F2= + (ax + hy) + (hx + by)?. 


4.12.58 ఉదాహరణ 2 ః 


మ మ్య 
a) N, N,, 1, =H 
nn — 
3 (Fr.-Er,) 
b) (TT xN)= 1 2 
ఆ Gr,-Fr 
Cc) గట = H అని చూపండి 
స్త పస్తే 
సాధనము ౬) N,T,7T, = ల. గ్నో్యా 
3-3 9 
=\N.NJ)H=H 
(TY x7.) 
3 2? 3 | 2 
br xN=r, x శ 
వ క 333 
1 బ్‌ త స్‌ స క 
Be. (es క... 
ల Fr అన్నా! 
(గో xT.) 
3 2 3 “Il 2 
౦) వ్‌ ర. IT 
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ty rT. గా అ వ 7 7 | 

H 2 "21 Tg T1729, 
1 ల 

= (Gr, —Fr,) 


4.12.9 ఉదావారణ 88 తలముx=౩(u+”,y=b(u-v),z=z uv © పరామితీయ 
వ(కములు బుజు రేఖలని నిరూపించుము. మరియు మొదటి (పమాణ మౌలిక పరిమాణములను 
కనుకో_ండి. 
సాధనము? T= (a (u + Vv), b (u — v), uv) 

T,=(a,b, v) 


స్ట = (a, —b, u) 


"| 


డా 


3 _ 2, }2+v2 
1 వడి + + + 
౨౩ ౫ 
r.r,=a2-b?+uv 


rx] 
[| 


_7 79 2 32,2 
G = వ్‌. +b+u 
పరామితీయ వృక్రము 1 = స్థిరము = అనుకుంటు. 


x=a(c+v,y=b(c-v,z=cv అవుతాయి. ౪ ని వాటి మధ్య నుంచి తొలగిస్తే, 


X= ac += y=b'e ఇ, 
ny CC) 


ఇవి రెండు సమతలాలని వర్తన చేస్తాయి. వాటి ఛేదకము ఒక బుజు రేఖ. ఇదే విధంగా 


పరామితీయ వృక్రము ౪ = స్థిరము కూడా ఒక బుజు రేఖ అని చూపించవచ్చును. . 


ది తియ మౌలిక రూపము - దాని సార్దకత 


4.12.10 ద్వితీయ మౌలిక రూవము ః 


3 3 
rT'=T.u+Tu+7 v'అనియు 

1 y 4 2 
క నా [2 py ri, 12 నల లట [1 న 
r =r, u +2 ru వ వూ. శవాల FTV ఆని మనకు తెలుసు. 


3 3౪ re =? 3 De పై స _ 
స ప ఎ స ,=LN.r,=MN.ry=N కనక్క పై 


వాసే 
సమీకరణములను N తో అదిశౌ రిబ్దము చేసినచో, 
హ్‌ న మ పీ ళ్‌ 
4.12.11 N బళ న. Pu +2N. ER ha T vi 


Lu + 2MuU WA + ళో 


(L du? + 2 M తయా + N dv?) 
~~ Edu2+2F dudv +G dv 


(4.12.11) నందు అవములో ఉన్న అవకలన వర్గ రూపమును ద్వితీయ మౌలిక 


రూపనుని ఆంటాము. 


4.12.12 11= Ldu2 + 2 M dudv +N dv? 
సమీకరణము (4.12.12 చేరే రీతిలో కూడా లభించును. 
wy కా జాన , 
dN=N, du+N, ర, 4 2 = ridu+7, dv, 


1 


ల 3 
N.. r,=-b.(b),=Lb,=bh,=Mbs=N) 


కనక 
న త హి 
dN.dr =(N, du+N, dv). (TF; du+7, dv) 
అత్త నై ప్త 
=(N,. Pd +N, T+ N,. T,) dudv +(N,. 1) dy? 
లేదా 


. . 3 టం 
412.193 II=—dN. dr =Ldu2 + 2M dudv +N dv2 
LN-M2నుT* తో సూచిస్తాము 72 ధనాత్మకము కానవసరము లేదు. 


క్‌ LN _ వడ = T2. 


4.13 విశి?త ధనాత్నకము 4 
బి న్‌ లల 
రెండు వాస్తవ! చలరాశుల్లు us న ల వర్గ రూపము. 


= 2 
Q=8) ౫2 +28౫ ౫, + క్క, 
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అయితే, 30౪ (x, చ్చి) * (0, 0) ఆయినప్పుడు, Qని నిశ్చిత ధనాత్మకమని - 


అంటాము. ఇ నిశ్చిత ధనాత్మకమగుటకు ఈ (కంది నిబంధనలను పాటించవటెను. 


1) a. =a 


li2 al 


11) షా 0 


డె ర్న 


111) a= 


a a 


2} 22 


1. *}1>0. 


= (ద్య & i2 


1122. 


E=T,. శా >0,EG-F2=H2> 0, కనక్క 


¥ 


1 = Edu? +2 Fdudvy + Gay? 

ఎల్లప డు నిశ్చిత ధశాత్మకము. కొని 

Il = LAu2 + 2 M dudv + N dv? 

నిశ్చిత ధనాత్మక మగుటకు -L ౫ 0, విచక్షిణి b= LN -M2 = T2> 0 కావాలి. ఈ। 


నిబంధనలు ఎల్లప్పుడు చెల్లవు. 


4.14 గౌసీయన్‌ వక్రత ః 
తలమందలి ఏదెనా బిందువు P వద్ద ద్వితీయ మౌలిక రూపము మరియు, ప్రధమ 


మౌలిక రూపముల నిష్పతిని P వద్ద గాసియన్‌ వ(క్రతని అంటాము. దీనిని ఓ తో: సూచిస్తాము. 


. k-2_IN-M ప 
ఎ ఈ EG-F2 H2 


T2>,=,<0 అయినప్పుడు £5, =, ౬౦ అవుతుంది. 


4.15 ద్వితీయ మౌలిక రూపము యొక్క జ్యామితీయ వివరణ 1 
తలముపె (1, ౪), (౪ + du, ౪ + d౪) లు సామివ్య, బిందువులు. P వద్ద గల స్పర్శ 


తలమునకు (౪ + dU, V౪ + dv) నుండ వచ్చు లంబము యొక్క పొడవు 


164 . అవకలన జ్యూపి! 


5 (2 + 2 M dudv + N dv?) నకు సమానమని చూపించెదము. 


(7+ త 





క 


పటం 


తలముపె P గో), స్పర్శతలము యొక్క స్పర్శబిందువు. 4(7 +47), P (7) కు 
సామీప్య బిందువు. వాటి పరామితీయ విలువలు (1, ౪), (1+ du, v + da» అని 


అనుకుందాము. కలర్‌ (గేణుల నుండి . 
T+dr=T+(T ; du + T p05 jp dU +...) +. 
Q నుండ P వద్ద స్పర్శ తలమునకు వచ్చు లంబము పొడవు QM =P అనుకుందాము. ఇదీ 
P వద్ద అభిలంబముపై సదిశ Pర్షి యొక్క విక్లపమునకు సమానము కనక 
P=N.d7 
=. గ du + ర dy) + స N. Ep du? + ...) +.... 
= (L du? + 2M dudv + N dv?) 
అధ్యాయము 12లో చర్చించిన. కొన్ని ముఖ్యమైన తలములక్తు రెండవ (పమాణ మౌలిక 
పరిమాణములు కనుక్కుందాము. | 
4.16.1 మాంగే రూపములో తలము | 


T z(x,y, f(x, y)) 
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T=(L,0,p), 7,=(0,1, ఖ 


3 ల వ హా ల? 
గవ (0,0,0, ష=(0,0,9), 7 270. 0, t) 








శ వలల్‌ (3-6 1) 
N= Fr = 
N 7? తపా ఎనో 7? జీ 
L=N, మం టా ఎ THT 
ge (rt - 82) 
= క ఖా 2 
వ = సి లట LN M H2 


4.16.2 సార్వత్రిక భమణోపరితలము ః 
T =(gcos6, ర్‌ sin 6, f) 
7, =(gcos6, gsin 6, f') 
7 = (-— g sin 0, g cos 6, 0) 


ఆస్తే 
భాయ క్యా = 8 (౯ 6056, -ఈ 91 6, g')= HN 


J 


r )=(E''cosd,g'' sind, ష్‌, 
న్య = (౯ sin 0,0! cos 6, 0) 
హాస చి 

"౧ =(-క 0056, g sin 6, 0) 


H2=g(e'f''—f'g'), HM=0,HN=g2f 


4.16.3 (భమణోపరిత లము 


T =(ucos8, ఇ sin 60, f(u)) 


7, = (cos 6, sin 6, f,) 


స్వా = (— usin €, ౪౦056, 0) 
—33 


mu | 4 
న్యా=(00ళి, T19= (sin 6, cos 6, 0) 
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Ty, = ౪005 6,-౪ sin 6, 0) 








ప క (—u cos 6 వ -usinOf,, w 
=“ HH 1 H 
ఇ uf. 
= స వే 


4.16.4 శాంకవ తలము: 


: T= (u cos 6, u sin 8, f(68)) 
FT, = (eos 6, sin 6, 0) 
శ (—usin 6d, ucos 6, ఈ) 
— 
r= (0, 0, 0) 


Fn = (— sin 9, cos 0, 0) 


T= (-u cos ,— usin 6, f1") 


4.16.5 లంబ కుండలిని ః 
pe AF (u cos 6, u sin 6, ఈ) 
క = (cos 0, sin 60, 0) 


వ | 
r,=(-usin6,ucos 6, ల 
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—3 
కన (0, 0, 0) 


T= sin 6, cos 6; 0) 
— 
N - rr XT (-sind,-ccos6,u) 
త్‌ | > H 
2 3 ve 
Li=N 120, మస = 2 
అయ 
N=N.rws=0 


4.16.6 రేఖా జన్య తలము ః 


(4.12.6) నుండీ, 


a కం ఎ స క్‌ ఖ్‌ మ క్‌ 
. నా 3 
HL = _T, క క. + ౯, ₹, ద్ర- U+ TI, 5, ల శ -క్‌; క, ర్‌ టే 
3-3-3 
HM= _g,g£g,g-_ 
HN =0 


4.17 ఉదాహారణ 1; 


కా 
సదిశలు ౪, ౪ ల సమతలము యొక్క ఒక |పదేశమునందు తలము 7 = 7 (౪,౪) నికు 


5. 3 
I1 = 16452 (1 * 0) అయితే, వ్యాసార్ధము గా, గల గోళము యొక్క భాగాన్ని 7 (1, ౪) 


వదన చేయును. 
చకా, 


— ద్ర ధా 
rTr.=—0T.T 


లు 
సాధనము :౨,] =యి,స్కె= యౌ, క్కి = ౮౮ కనక N,. r, Mr 


* "12 * 22 





168 
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నాణ్యం య్య మై 
4172 = (N+ 6 7 3: N=0 


(4.17.1), (14.172) ల నుండీ 


మ 3 
N.+ar,=0 


మరియు న గతం త సదిశలు 


కనక 


దే 
ప ర N లకు లంబకోణీయతగా నుండును. 


— 

N.=-a7,.ను౪లోటీ అవకలనము చేస్తే, 
క్షే క్షే 

ma 


స్తు 3 
N..=-aua,r.-ar.. అని వస్తుంది. 
iJ j ui i 


న్‌ 
| 

ణో 
వ 
న 
a 


zy Zl 24 
YR 
| 
$A 


[| 
లో 


12వ పటు 119” 1 ఇ; కనిక 


౧1 ఖై వ = 0 
1 * 2 ల్ని లే 


శ 


— శ క 
9 లలు స్వతంత సదిశలు కనక a, = 0, ర = 0 మరియు ౧ స్థరము, 


om] 


స్తు, 
=T7T (uw + = N అని తీసుకుంపే, 


rt ww N.=0 అవుతుంది. 


ol 


ఆస్తే 
> R ఒక స్థరరాశి. 


మరియు 


న 
(ళు! అ 


tl 


R|z| 
QR |= 


జజ 
బిందువు యొక్క స్థాన సదిశ R స్థిరము, తలమునుండి బిందువు యొక్క దూరము 


కూడా స్థరము కావున T=7 (u,v) ఒక గోళము. 
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కీరొహారణ ౪ 1 

తలము 22 = ౧౫ + 2hxy + by?, (x, )/ లు పరామితులు) సకు రెండవ (పమాణ 
ఫొలీక పరిమాణములు మరియు తలము యొక్క అభిలంబము కనుకో)_౦డి. 

(2 2", 

FT] =(1,0,ax + hy) 

ban = (0, 1, hx + by) 

జయమ్మ 

"11=(0,0,0, గ్బా=(0,0,10)= న్నా 


శవ (0, 60.0) 








వా ల్సి 
లయ త [2 (ము శస యు + by), 
అపడ = | 
N h 





లు పా hb 
శ N = కా టం" N ష్ష్‌; సగ 
nh 12 
గా =IN-M? = 
ఉఇఉదావారణ 3 
తలము సందలి అన్ని బిందువుల వద్ద L, M,N లు సున్న {vanish} అయితె ఐ 


తఅము సమతలము నందలి బాగమని నిరూసంచుము. 


సాధనము $ తలము సమతలమైతే, తలము న్‌ - 
ఆలి 


ఆవకలన 


110 


శౌ i= 
| = 
న 
్ల న 
. Ye 
బ్‌ .™ 
ఖై r= Tle 
ws as 
అ : 


ij 


A 
UD 


వ 

ఈక 

అ 

ద || 


లు రెం 
లా 


— 
Y 


—3 


దా7,, 
మాంతరముగా వుంలబుంచి. 


{9 
ని. 
|| 
జాం 
i) యా లో 
వ గె 
wi జ 
ఎ 
wm | 
aD 
గ్య 4 
యా హలీ 
శ 
| మ్‌ లె 
నే | స 
14 ష్ష్‌ 
గా — 


= 


wy 
కా =f 
ళ్‌ 


ఏ పరిమాణ్ణణముగల 
దరు 


62 
¥2 
ay 
(గ్ర లి ఆ 
a2 3) 
a3 | 
£0 4(] 
ర్త (. 
in జ 
స్త 
«3 yP 
౧ 
3 § 
5 3 
J: 
[0 9 
ry 
x స్థ 
(౧ గ్‌ 
h ౪] స 
Ye లై 
ce} స 
or ని 
ళా Ty 
EE: 
| x3 
గి గ 
(౮ 
లి గ్ర 
| bh 
స 
వ 
ని ys 
౧ 0 
y ye 


చై బుద ఆడారఐవడ 


రాజ 


అ 
వె 


నకు శ్‌ "a 
SEL ఆర్‌ కల ఆ 


పద కూడా ఆధా 


N పరబ ౪ 


హీ 
తంల 


జ 
నో 


(4.17. 


{ య 


అ 


wm 
స 


h 


4 
1 


న | 


న! 
ల 1% 
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ఆస్తే _- 3 | 
మరియు 1 ౧ నకు N, +r లంబము కాదు. మరియు ] 


(417.6) ల నుండీ 


న 3 
4.17.7 ల్‌ +Ar 120 అని వస్తుంది. ఇదే విధంగా 


ఆజజాష్ట్టే 
4.17.8 నై +శసగ్భొ=0 


అని వస్తుంది. సమీకరణము (4.17.7) సు రెండవ పరామెతతో 


ఖదదలే పరామితితోసు అవకలసము చేస్తే 
~~ 3 లాను 
Nye + గ r [చలో 120 
అాాస్తై 
క = 
Noy + A ro +A ప =0 
వ్యవకలసము చేస్తే, 


స్త 
ఇ గె కీ సమాంతరము కాదు కనక 


we 
చ 


అంతకు పరామితీయాలు ఇ, ౪ అ మీద ౫ ఆధార పదల: 


(త. 1"/.//) నుండి ౫ * 0౦ అయితే, 


A 


(4.17.8! ము 


గగ 
bt 


పే వ ః | 
Ao T=h CA వ్యవస్థితము కావాలంటె, గ= గృ = 0 అవాలి, 


క్‌ 
UX 

Py 
{ r 


నిమూకలఅసము చెస్తె, 
I, “ స్త ] 
t 1 స చ్‌ ఇ? సళ్ల శ 2 mm కివోనాననా Ne అనా అతునాలో 
వ! మూాకలస ౮ సిర ఎది, N? = = శ్రే కసక ( 7 అట — నూ — pee | 
లునోంది ఆఅంచేు * ౨ 0 అయినపుడు 


దివి నుండి T యొక. బిందు పదము గోళము అని తెలి 


తలము'గోళియము. 
= 0 అయితే (417.7) (4.17.58) ల నుండ 


డు 


3 
} = 0, N, = ౧ అవుతుంది. 
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En క్‌ క 
అంఘే ౫ పరామితులు ఇ. * ల మీద లధార పడలుం లెదు. అంట తలము యొక్క 


=) 
(పతిబిందువు వద్ద N ఒక స్థ్రిరసదిశ. అంపే తలము సమతలమని (గహ లచగలము. 


4.18 అభ్యాసము క్‌ 1 
4.18.1 ఈ క్రింది తలములకు యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ మరియు మౌలిక రూపములు 
కసుకో్క్కండీ. 
(i T=(u+rv, l-uv,u-v) 


es ఆ . 
(i) r =(a cos u, a sin u, bv) 


టు : 
(111) r =(eV, ౮6, uv) 


(iv) r=(ucos v, usin v, flu) + ev) 
— ఇ = 
(v}) R = 7 +u'b (ఉప అభిలంబముల జసక తలము, గ b © s యొక. 


(పమేయములు, ౪,5 లు పరామితులు. 


4.18.2 ౫ యొక్క అన్ని విలువలకు వకములు 0 = ౫ మీద, తలము 7 = (16050, 451 
0,60 + 108605 అట మిది వుకములు ఇ=ఉ,ఇజ 0 సమాసమైస పాడవుగల అంతర 
ఇఖండములు చేస్తాయని నిరూపించండి. 


సూచన : (15)? = 5602 ౪ (ఎ)? -2 tan u du 46 -+ (1 + ౪2) (462, 6 = ౫ సకు, 


ds = 566 du, s = [log (sec u-+ tan ౪), ఇది గ మీద ఆధారపడలేదు.!. 


వెయిన్‌ గార్డన్‌ సమికఠణములు | 
—3 
419 ఉపరితల ఆభిఆంబ సదిశ'N యొక్క -వ్యుత ప న్నములు £ 


న అస్త. ఎస్సీ — 3 | 
N ఒక యూనిట్‌ సదిశ కనుక N.N=1 దీని నుండి N. dN =0 అవుతుంది. కసుక 


వై క అతో జనింప చేయబడీస స్పర్శము తదముపప ఉంటుంది. 


3 — -— ఆస్తే 
N.dN=0dSN.N,=0గాతిరిగి రాస్తే * తలమునకు స్పర్శరేఖీ యమఖుతుంది. 
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= 
419.1 . N=aT)+b?,, 
ఇ౦లు కనుక్‌"_వలసిస స్థిరరాశులు. 


పా ఆ > సి సి శా 
ir య ర ర Tush 
శ శ. ij ji i 


అని మనమింతకు ముందు చూసాము. (14.4.3) సుండి 


— 42 0, 
౯. జల క కా లేదా - L = aE + bF 


=a. 7, +b72 లేదా -M=aF + bG అని వస్తుంది. 


———_ 
మరియు +. N, 


ఈ సమీకరణాలను 8, ఏ ల కోసం సాధిస్తే, 


ఇ అటక. 0 ౧ _FL-EM 
“6-౯2 ' “6-7 


అని వస్తుంది. ఇ, 9 ల విలువలసు (4.19.1) లో (పతిక్షేపణ చేస్తే, 


స్త్రీ 
4.19.2 H2N, =(FM-GL) T, +(FL- EM) 7 అని వస్తుంది, 


వీ 
మనము N,= a' T+ b' [ప అనే సంబందముతో మొదలు పెట్టినట్లయితే a',b' లు 


కనుకో్కవలసిన స్టిర రాశులవుతాయి. మరియు, 


—3 
—3 — —) — 
a N.=a' r 2+b' Fels లేదా 


a'E+b'F+M=0 


వస్తు 
Fn N= ౭! గ 7+ q లై లేదా &! F+b' G+ N= 0 అవుతుంది, 
2',b' ల కోసం ఈ సమీకరణాలను సాధిస్తే, 
| b' 1 1 


a అ= ఇిభథోన్తోన 
కాల న. 


మదింయయు, i 


కకష లే త్వక్‌ 
4.19.3 1230 =(FN-GM) గ +(FM-EN) 7, అని వస్తుంది, 


నమీకరణము (4.19.2), (4.19.3) లను తలము యుక్క వెయిన్‌ గార్డన్‌ సమీకరణాలని 


అంటారు. వీలికీ తుల్యమైన మాతిక. 


p= 
pt 
Ta 


వ క 
] 0-౮ FL-EM 1 


ఓ 1 
re క 
Yr లి, ఇ శో 
> |_FPN-GM FM-EN_ > 
We = lee 
Mac SO IMGs యము ౧రారకము ఎ ఆనుకుంళ్‌, 
HL IAT = (గి GLI {FM —~ BN} (పి - EM) ITN — GM) = H2 T2 
ల! 
టు SN, NSS). SOE అ్టాత్వము మరియు "14611 క. 
"లో 3 ర 
వితోమము 
r ~~ 4 i mT Pn jy న | | 
నే [+ గ. ఆ టీ డా పోసి 
ప 
a GM — PA ఈ. 
EE 
వు 
TT 


+ 7 వను సమికరణములు (4.19.2), (4.19.3, ల సుండి పారంపర్యంగా తీసివేస్తే, 


— 
1 =\FM-ENJN +(EM-FDN, 


శ ఆస్తి ఇ గ 
TY, =(GM-FN) న్న +(FM-—GLIN, 


సమికరణములు (14.1.2), (14.1.3) లన 
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21 ఉప సిద్దాంతము జె 1 
7 Tm పా 
ఎటో శి క్‌ వ lac SRE a (his AE sy oe 


జ | పు = శ క ఇర WL: 
న Ry FLT AT sad Tore 
1 | 
అ —p అన్నే | స్ట అలా నాలానే — షా భా 
= ఖ్‌ ఫి IN ణ్‌ శ | బై N. Nu Nr వ i (= i 
a i మ . శీ 
వంగా = i —) జాలా య క Trg 
LEG వే SMUT ar, = TAU H 
i వ చ 4 
. — — సె — ల్లో అనాలా న్స; 
నం "7 జగ్గా 7 hi జ్య పతా బు 
me ter st త్త N 3 7 గా వం గలే hf జ hy A as వ్‌ Va a 


(14.1.3) నుండీ, 


H2N, x7, = (EN- FM NH 


=H N,N, 


జ గ స్తు ఆస్తే | _ —3 
as NM, xT = SM గ ఇ 


= Hr N, సా 
జ 


[1 


మ. TNT 
I LY అన he 


"సూచనను & 
కో * ౯ కాట కా 
5 త్త స ంసరించి ఉక దాంత్రము (14.3) లోని నాలుగు 
= సంకేతాలనుసరిం+, అంజు ర్య; క లతో ఉపనద్దాంణలాా 14.3) © 


gp 


ఫలితాలని 11 N,N, 7 లై స్సు Eby అనే ఒక్క సమాసముతో రాయవచ్చును. 


4ల9 ఆఊఆదావారలణ 1% 
3 వావాస్హి 
i) HNxN,=MT,-LT, 
31) H N xN,=NT)-M 7 ఆని నిరూపించండి. 


3 3 ఎజ్‌ 
422.1 1 24 0“ [9 ఆని మనకు తెలియును. పరామితి ౪ తో దీనిని అవకలనము చేస్తు 
జ చ 1 


N స చ ల + శె, ౫ ప్ప అవుతుంది. 
HN.+H,Nzr T+ గ్య స్క అవుతు 


హై 3 2 >, ఎత్తి <= 3 ఆస్తి 
= HNxXN,=Nx(ryXxrTY)+eN Xx(TyX1 9) 


జ అంగుణాల) = జీ. లే - ఇ రౌ 
VE aC న్‌ ఆ ఇ 3 
N.r,=0N 72200. ry, ఇక వీ rt 2 = వశీ 


భు నాతో 3 యస్తు 3 
H N భా + లకీ గ = లేజీ టా ళ్‌ 
రెండవ సంబంధము (1) ని నిరూపించుటకు (4.23.1) ని పరామితి * తో అవకలనము చేసి చు 


జ -—} 
విధముగా చర్చిస్తే HN XN,=NT,-MT, అని వస్తుంది. 


423 ఉదావారణ £ ? 
H2e = EM? — 2 FLM + 6౬2 
H2 f= EMN—F (LN + M2) + GLM, 
Hg = EN? —2FMN + GM2 అయినప్పుడు, 
కి 
క 
లో 


? 3 
T2NoxN =H(EN,-fN,) అనీ చూపించండి. 


—} — ff —h వ 
2 క జే |” క 
T ప fN,-eN, 


ర్‌, 
తలము = వ్రాలు 


52 దిక్‌ గతకములు! ' 
స (|; ROUTE త క్‌. (న. వ జ ; వాసి 
తలమువె ఏ బిందువు వద్దనెనా యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ ౫, స్పర్శరేఖీయ నదిశలు 
వ మ స్‌ త క 
౯2 ౨ 2 అనే మూడు'స్వతర్యత సదిశల సమితి ఉంటుంది. P వద్ద యాదృచ్చిక సదిశ ౮ 
అనుకు రాట: ' 
LH అహా అయం? 
5.1.1 C= CN+ a =CN+AT,| +7) 
అని “చెప్పవచ్చును.” సమీకిరణము (5. 1, 1) చే ర,,% 1 లు వీకెకంగా నిర్వచింప 
> Sh. ee సో 
బడినవి. C యొక, సృరఠ్శరీఖీయ భాగము 
న 1 ఛి శ 
a = (టు = ఏ కా + నా ని 
స్పర్శ "రేఖీయ సదిశగాగాని, ల HU లు అంశముగాగల కం(గా వేరియంట్‌ సదిశ (4, గా గాని 
సూచించవచు ను. Ap లను జీ యొక్క కంటా శేరయంట్‌ నిరూపకాలని కూడా 


అంటూము. 


= (వై 1 +4 7 9)? = 2 గ? + 2౫4 2. T +H గ్య 


లేదా 
5.1.2 | ఇ) = (E 2+ 2 FU + 622 
ఆస్తి 
P వద్దగల స్పర్శ తలము నందలి దిశని వర్ణించుటకు యూనిట్‌ సదిశ 6 యొక్క. 


అంశములు ([, 1) లని ఉపయోగిస్తాము. మరియు వాటిని దిక్‌ గుణకములని అంటాము 


రం ద Gy 
5.1.83 అ= (0 ము = 4 T,+m ₹ , మరియు, 
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5.1.31 1=1 6] =|! T;+mr,|2=E12+2Flm + Gm? 
ఆనే నియమమును (ణి లుత ఎపిపరచవలెను. 


_ wr 3 ౫ 
(058 = లి. లి మరియు NN ము౦= 6% 46 


cosO=Ell +హా((౧మ +! మ + ఆంగ 
sin 0=3(/(మ5-/ fm) అచే P వద్ద గల దిశ (ఓ, 1) మరియు (! , ) ల మధ్య 
కోణము 6 ఇవ్వబడినది. మరియు 


H{im —-l1 m) 


కళ అరా +F(ilm +l m) + Gmm 


దిక్‌ గుణకాల నిర్వచనం (పకారము దిశ (1, 1) కు అభిముఖ దిశ (-1,- ) అనేది 
స్పష్టమే కదా! 

స్పర్శ తలముపె ఏదెనా సదిశ ఇ కు స్పర్శీయ భాగము (౫, 1) అయితే, ఆ దిశలో దిక్‌ 
గుళాకాలు 


/ A HL \ 
(1, mM) = బై rm అపుతాయి. 
VEX + 2 Flu + G2? VEX2 + 204 + 62, ల 


కనుక (౫, 1) లను దిక్‌ నిష్పత్తులు (Direction ratios) అంటాము. 


5.2 ఉప సిద్దాంతము 1: 
యూనిట్‌ స్పర్శ సదిశ 
dr + 


జీ 
aa yy స; నుండ !=u.,m=v౪v అని తీర్మానించుకొనవచ్చును. 


౪ స్థిరమై నప్పుడు, ౪- =0 కనుక ₹= 7” ఇ' అవుతుంది. మరియు వర్గము చేసినచో 


(త గ 

శ fr 
Basi కనుక ₹ = టై. 
VE, 


అవుతుంది. అదే విధంగా వృక్రము ఇ = స్థిరము యొక్క యూనిట్‌ స్పర్శ సదిశ 


గలము - వ[కాలు 
టా 
౭ జి అవుతుంది 
2 NG, 
వాటి దిక్‌ గుణకములను 
T 
స్తు (Il 
f= = ఇభ వా్నం 0) 
మ 
జాతు 
r 
లె = క SG = అపనము వాసుకొనవచు ను. 
2 NG, VG ( , 


రతి ఉప సిద్దాంతము 2 క 


8) పరామితీయ వ(కములు 1 = స్థిరము, ౪ = స్టీరముల మధ్యకోణము 6 అయితే, 





జ + F 
cos80= e.. ల, = ప ను మ 
1 2 Ea EG 
7 xT H 
sin 6=| 6 లే = : షూ 
“1 Ea VEG 


b) వ[కము V౪ = స్థిరమునకు దిక్‌ గుణకము c=) దిశ (గటు 6౪7) కీ మరియు 
\ / 


1 
Fe క్రీ మధ్య కోణము ఇ అయితే, 
ళీ ) 


స్తు 
cosa= ₹. లి, = గొ శే vl) | 
క గ 


_ (Eu! + Fv) 





వీటిని ([, య) లలోకి మారిస్తే, 


en (El + FM) 
న్‌ 1 


sin 01 ఖ్‌ 
FE 
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rr l\ 
0) వృక్రము ₹ = స్థిరమునకు దిక్‌ గుణకము 0, క దిశ (40, dv) కీ మరియు 


NN లో 
fn ls 
0, = కి మధ్య కోణము గీ అయితే, 
NN VG, 


— 
To FG' + GV' 


cosh = €. =f ulsr,v). జా క 
33 3 ఆం మ Hu 
sinB=|txey) =| కాగ గ rT 


(1', ౪") అను (/, ము లలోకి మార్చవచ్చును. 


శ) ఏదేని రెండు దిశలు (౫, 1) మరియు (౫, |) ల మధ్యకోణము : 
2=AT+uTy, b=A 7, +117 కనుక 


| జ = (E22 +2 FPL + G22 

\ V2 
| స] = (EX2 + 2F% 1 + Gu'2)™* 
మరియు బే. ర =| జీ |B] cos6 


లేదా NT) +7). (1! నట! T)=| a IB cos 6 


EN వట! +N లట + 6 1 


"= 0050: గ్గ 
(BX? + 2 వసన + G22 (EX +2 Fu! + Gu 


2) 1/2 


xP (స DH 


sin 6 = = 
BIB. 0౫+ 21 + GD) (6 +2" + Gu)? 
మరియు 


(సట క 


5.తి. వ పవ కమా నా ప = 
న క + వ ౧4+ + ఉట! 


(5.1.4 మరియు (5.3.1) ల నుండి దిక్‌ గుణకాలని వాడినా, దిక్‌ నిష్పత్తులను వాడీనా, ౪0 6 


విలువ మారదని తెలుస్తున్నది. 
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0) రెండు దిశలు పరస్పర లంబాలు కావటానికి వియమము $ 
9 = 90 అయినప్పుడు 60859 =0 లేదా t2n౧80=% అవుతాయి కనుక, (5.1.4! 


| పురియు (5.3.1) ల నుండి 


5.3.2) ఇ! + F(lm' +1'm)+Gmm'=0 
లేదా తె! + వౌ Ou +A) + Gy = 0 అవాలి. 
ప ఫలితాలను 


[ 
వ + *6=0 
N m, 


! 
mat 


a 
క 
| / | 
బ్ర మూ + A pie + (= 0 అని కూడా రాయవచ్చును. 
Hy క 


గ్గ తలము యొక్క స్పర్శ తలమూపె దత్త దిశే “(ము నకు లంబముగా నుండే దిశ యొకు. దిక్‌ 


గులాకముబణు ఓ 
దిశ (7, యి నకు లంబముగా ఉండే దిశ యొక్క డిక్‌ గుణకాలు (1 = గ అనుకుంటు. 


(5.3.2) నుండ, 


El! +F(lm' +lim)+Gmm:'=z0 


మదియు H(tm'-[' m=1 అని వన్తాయి. 


వీటిలో మొదటి సమీకరణాన్ని 


7 * (El + Fm) + m' (Fl+Gm=07 రాయవచ్చును. 


| కే 


గ. bE =k( చుకుందాము) 
5.3.3 -' రాయు -(El+ Fm) = 


దీన్ని రెండో సమీకరణంలో (పతిక్లేపిస్తే 
H (7 ౬(04 + Fm) - K గౌ! + Gm). m}=1 
లేదా 


HK (El 2+ >Fim+GmdDz=1 ఆని వస్తుంది. 
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కాని (5.1.31) దృష్ట్వా ఇది HK=1 అనే ఫలితానికి దారి తీస్తుంది. మరియు (5.3.3) నుండి 


, Fl+Gm , (El+Fmw 
/ వమ? సన: ,m = న న న ల 


రి4 ఉప సిద్దాంతము రి; లంబ పరామితీయ వ|క్రములు క 

P పద్ద "a 7 =F=0 అయినప్పుడు, P గుండా వెళ్ళే పరామితీయ వ[కాలు లంబ 
వ[కాలవుతాయి. 

(పతిబిందువు వద్ద, నియమము కా. 7,=F=0 తృప్తి పడినప్పుడు, పరామితీయ 
వకముల రెండు వ్యవస్థలు లంబముగా ఉంటాయి. తలముపైని పరామితీయ వ[కములు అంబ 


వకములగుటకు ఆవశ్యక, పర్యాస్త నియమాలు F=0 పరామితీయ వ|కములు ఇ= ళ్ళ, V=™* 


మధ్య కోణము 9 అయినచో, 


5.4.1 ౪106 = అని మనకు తెలుసును. 


Tt 
ఆవశ్యక నియమము : పరామితీయ వ(కముల వ్యవస్థల లంబ వ(కములయితే, 0 వా కనుక F=౦0 


అవుతుంది. 


వర్యాప్త నియమము $; = 0 అనుకుంగాము. (5.4.1) నుండీ 12% 6-౧ అని వస్తుంది. 


IC 
ఆంటే 0 =ర్భా అవుతుంది. కాబట్టి పరామితీయ వృక్షముల వ్యవస్థలు అభిలంబమగును. 


ర్‌ర్‌ ఉదాహరణ 11 తలముపై దిక్‌ గుణకసులను నిర్వచింపుము. రెండు ఇచ్చిన దిశలకు 
మధ్య సున్న సైన్‌, కొసెన్‌ కోణములకు సూత్రాలను కసుగొనుము, 


ఉదావారణ 2 ః పరామితీయ వ(కములు అభిలంబ స్యవస్థ్రలగుటకు ఆనశ్యక, పర్యాస్త నియనూ లు 
F=0 అని నిరూపించండి, 


ఉదాహరణ శి ౩ పరామితీయ స కమాలు బింబ ప్రములయినప్పుడు, తలము మీది రేఖలు, ౪ ౯ 
స్థిరముచే ఇస్వబడిన వక్రములసు గి అనే స్థిర కోణములో ఇండించితే, ఆ రేఖల అనకలస 
du " | | | 
సమీకరణము రా tan RB a అని నీరూసించండీ, 
క - 


- లీలష్పు _ వ(క్రాలు 
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ధనము పు 
* పరామితీయ వ(కములు లంబ వ[కొలయితే (5.4) నుండి F=0 అవుతుంది. 


నానా ల 


పరా a 


9 కోల్వు. 
ముతో వాలు వ(కము యుక్క దిక్‌ నిష్పత్తు లు (du, dv) అనుకురకే, 
H Ou) 
EW + FOL AT) + Gp! 


Hdu 
“dv 


JEG. du 


అరం 
టున్న 
క న ™ p anB. 


వక్రాల కుటుంబము = లంబ సంఛేదము ; 


tan వ 


Tar అ 
=r (uw అనే పరామితీయ చితణ ద్వారా ఒక తలము న నిర్దిష్టమె నదన్సి సదిశా 
ష = అ 
( చేయము r యొక్క (పదేశముగా D మీద ఒక వాస్తవ మూల్య (పమేయమని అనుకొందాము. 
D 
తని (పతి బిందువు వద్ద (1కు అవిచ్చిన్న పొక్టీక అవకలనలు ఉన్నాయని, ల కదాప్వు 


వద్దనూ అవ రెండూ సున్న కావని అనుకొందాము.,. అప్పుడు వ్యాప్తిలోని (పతి ౧కు 


56.1 ఫీ (u, vV=¢ 
ను (యువపరిచే (1, ౪) లతో ఏర్పడిన బిందువులు 7 (1, ౪) ఓక షకము జ 


ఇట! 
మా 


రూపొందెస్తాయి, 6 వివిధ విలువలకు ఈ విధంగా ఏర్పడే వకాల నరణీని 5 మీద ఒక వ్మక 
కుటులబము అంటాము. సౌలభ్యం కోసం తలంమీది బిందువు T (uw ను(u, ౪! లో 
సూశిద్దాను. తలను న మీది బిందువు P (ఇ, గ) గుండా పె కుటుంబములోని పకము ౧ 


పోవజూనికి ఆవశ్యక సర్యాప్త నియమము, 6౯ థ (ఇ, ౪) అని స్పష్టమే, అంతేకాక (5.6.1. సు 


అవకణనం చేయగా వచ్చే, 
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5.6.2 0, du + ( ౧౪ = 0 


అని కూడా 


జక 


iu = U,, U =U 
గమనించవచ్చును. (5.6.1) నిర్దిష్టం చేసే కుటుంబములోని వకాలు అవకలస సమీకరణము 
(5.6.2) యొక్క సాధనాలు అనేది స్పష్టము స విషయము. 


విపర్యంగా 1, 6 లకు ఏక కాలికంగా శూన్యం గాని అవిచ్చిన్న పాక్షిక అవకలనులుంళే 
5.6.3 P(u,vwdu+Ql(u, 7607 = 0 ఒక వ(కాల కుటుంబాన్ని నిర్వచిస్తుంది. 


5.7 సిద్దాంతము ౩ దత్త తలము వ్‌ మిది ఏ వక కుబుంబానికెనా అనుగుణంగా [క్రింది 
లక్షణాలుగల మరో వ(కకుటుంబం వ్యవస్థితము. “ఏ బిందువు వద్దనెనా రెండు కుటుంబాలకు 
చెందిన ఒక్‌ [_క్క్ల వకాన్ని తీసుకుంకే ఆ రెండు ప|కాలు పరస్సర లంబాలు”. (కః 


సందర్భంలో రెండో కుబుంబాన్సి మొదటి దానికి లంబ సంఛేదాలు అంటారు. 


ఉపపత్తిః PdU+Qd౪=0౦ ద్యారా వ|కాల కుయింబము నిర్దిష్టమె సదసుకొ"ందాము. 


అప్పుడు బిందువు (1, ౪) వద్ద స్పర్శరేఖా దిక్‌ నిష్పత్తులు (- 0, P) కసుక డిని! 


లంబంగా ఉండే దిశకు దిక్‌ గుణకాలు (dU, 67) లెతే, (5.3.2) సుంచి 


E (—@Q) du + F—Q du + P dv) + GP dv = 0 కావలెను, అంకే 


5.7.1 (FP-— EQ) du + (GP - FQ) v= 0 
దీనిలో dy, 17 అ గుణకాలు అవిచ్చిస్న (పమేయాలు. అంతేగాక P,Q లు ఎక 


కాలీకంగా శూన్యం కావు. 
కసుకను, EG-F2* 0 అవటం వల్లను 
(FP — EQ)? + (GP — FQ)? అనేది P,Q లలో నిగి ఎత ధనాత్మక వర్గరూపము. 


అందువల్ల FP -E@Q, CP -F@Q లు ఎక కాలికంగా సుస్న కావు. 
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కనుక (5:7.1) ఒక వక కుటుంబాన్ని సూచిస్తుంది. 


త్‌, వక్రముల. కుటుంబము యొక్క, స్త్వమాకలని రూపము f (1,౪) = 0 లో ఇవ్వబడినప్పుడు :£ 
f(1,౪)= 0 ని అవకలనము చేస్తే, 


[| du + | (0౪ = 0 అవుతుంది. లేదా లై = f,, Q జే అనుకుంగేు 


5.8.1 Pdu+QdVv= 0 అవుతుంది (5.7.1), (5.8.1) ల సుండీ 


5.8.2 (Ff) - సి 60+ (6% -Ff)dv=0 అని లభించ్రుసు.. ఇది కావలసిస వక్ర 


శ 
సంచేదమును నిశ్చితము చేస్తుంది. 


5.9 ఉదాహరణ 1: ఒక తలము ౨5 పె ధత్త వక కుటుంబము, దాని లంబ సంచేదాలు 

పరామితీయ వ[క్రాలయ్యేట్ట్లు 5 కు పరామితులను ఎస్నుకోవబం ఎప్పు 

నిరూపించుము. 

సాధనము ః అవకలన సమీకరణము ౨6+ € 64౪ =.0 నిర్హశింబే సక కుయుంబము 4 = 
త 

అనుకుందాము. అప్పుడు Pe M6, Q = Ah, అయేబ్లు ప్రమేయము Az0 వ్యవస్థ 


మవుతుంది. ఈ కుటుంబపు లంబ సంచేదాల సమికరణము ౫ = అయితే (5.7.1) నుంచి 


FP—-EQ=py,,GP-FQ=1Yy, Yo (ప్రమేయము 1*0 ఉంటుంది. కనుక 


జాకోబియన్‌ 
యం. క ప మ్‌ 





౦౦?) WT FP-EQ GP -FQ TA 





Ie) కా 
తో EQ? - 2F PQ + 6౨1 ని లో ధనాత్మక వర్గ రూపము కనకర్యాాగ ₹ ౪. అందువల్ల 


పరామితులు ౪',౪' లను 
u'=6¢(u, v) 


vy! = Wy (u, Vv) 
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గా తీసుకుంటే, ఈ ఇ',౪ ౪ ద్బచ్ద్యా పరామితీయ వ[కాలు $=, y= 6 ఇవి ఒక దానికొకల 


లంబ సంవేదాలు. 


ఉదాహరణ 2 ః పరామితీయ వ(కాల మధ్య కోణాన్ని సమద్వి ఖండన చేసే వ(కొలు 


Edu? - 660౪72 = 0 అని చూపించండి, 


సాధనము ః పరామితీయ వక్రాలు ౪=6,ల=6 ల మధ్య కోణాన్ని సమద్వి ఖండస చేసు దిశ 
(du, 1౪) యొక్క దిక్‌ గుణకాలు (lL, ౧1) అసుకొందాము. 


_ 1 hs 
పరామితీయ వ(క్రాల స్పర్శరేఖా దిశలో గుణకాలు డా 0, 0, -' కనుక 


VE AN VG, 


] / ్షే \ 
El!.-——+F!0+— mm +6. 0.0 


/ ] \ Mm 
= ల 0.0 + పి చా + 0.01 +G.— 
|| /G / JG 


_ El + Fm _ F! + Gn 
OYE VG 


దీన్ని (VEG-F)(VEL-VG.m=0 గా [(వాయవచ్చును. 
దీని నుండి 
(క్‌ గళ, అవుతుంది. లేదా VE du-VGdv=0. 
(du, dv) కి అంబదిశ (రి |,రీ 1) అయితే JE du+VG8y=0 
అంటే (du, dv), (6 |, 5 లు 


EB రడ ( dv? = 0 యొక్క మూలాలు. 


ఉదాహరణ 8 ౩ బుజురేథ యొక్క (స్కూ చలనము వలన జనియింపబడిన హెలికాయిడ్‌, 
అక్షమును 0 కోణముతో కలియును, జనక "రేఖ యొక్క అంబ సంఛేదములను కనుకో0డీ, 


సాధనము £ పరామితులు ౪, ౪ లకు వాస్తవ విలువలు తీసుకొన్నప్పుడు తలం సమీకరణము 


r =(usinacos GS, usinasiny,uc0osa+02v) అవుతుంది. 
ఇ న్‌ అ ఇ ఇ 
.T)=(sinacosv, sin a sin v, 605 0) 


3 | | | 
r,=(-usinasinv,usinacos ₹, 2 


E=1,F=ac0s, G= usin? a+ a2 
కాలు ౪= ౬౭ గా జనక రేఖలు ఇవ్యబడనవి. వాటి దిక్‌ నిష్పత్తులు (1,0) గా ఉంబాయి. 


Edu + Fdv = 0 అయితే, దిశ (4౪, 47) (1,0 కు లంబముగా ఉంటుంది. 


అంటే du+ac0sadv=0 


నుక ఇ + 282 6౧05 06. 7= మమ కుటుంబములోని వ[కాలు పరామితీయ వ(కాలెన v=౭కీ లంబ 
ఏంచేదాలు. 


ఉదావారణ 4 * లంబహెలికాయిడ్‌ మీది ౪605 v= K అనే వ(కములకు అభిలంబముగా ఉండే 


స కముల కుటుంబము (౮2 + 82) 9102 ఇ = 6 అని చూపించండి. 
పాధనము ; లంబ హెలికాయిడ్‌ యొక్క సమీకరణము 

3 

r = (u cos Vv, u sin v, av) 

3 

*T)=(cosv,sinv, 0) 

pp = (— u sin v, u 60057 8) 

(5,9.1) E = 72 1,F= 7 ro, 


ఇ 605 v=Kని అవకలనము చేస్తే, 


౧౦5 * Au-nusinvAv=0 
లేదా An:Avz=uginv:eosv 


స్పర్శరేలీయ దిశ (4౮, 4%) కి (du, ఉం 
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అభిలంబమయితే, F = 0 కనుక 


Eu sin v du + G cos v dv = 0 అవుతుంది. (5.9.1) నుండ 


COS ౪ 





rans) du yr dv=0 
సమాకలనముచేస్తే, 


log (12 + 22) + log sin* ౪ = 1089 6 అవుతుంది. 


లేదా (12+ 22) sin? v= 6. 


ఉదాహరణ శ్‌ ।:'పరావలయజము ౫2-౪2 = 2 మీద సమతలము z = స్టిరరాశితో చేయబడ్డ 
ఛేదము యొక్క లంబ సంఛేదములను కనుక్కోండి. 
సాధనము ః తలము యొక్క పరామితీయ సమీకరణము 


x=u,y=zv,z= 2 — v2 


— 
rz=(uv,u2-w) 


గ = (1,0, 21), 7 =(0, 1, - 2v) 


E=1+42,F=—-4uv, G= 1+ 4v2 
సమతలము 2 = స్టీరరాశి చేత, చేయబడ్డ ఛేదము యొక్క సమికరణము 


(5.9.2) u2 — ౪2 = స్టిరరాశి. 


ఇది తలముమీది వకాల కుటుంబము యొక్క సమీకరణమవుతుంది. దీనిని అవకలనం చేస్తే, 


udu -- ౪76౪ = 0 
లేడా du అన 
y 


శై 
అంకు (5.9.2) చేత ఇవ్వబడ్డ వ(కాల కుటుంబములోని ఒక వృక్రము మీది బిందువు (1, v) 


అయితే అక్కడి స్పర్శరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు (౪, 1) అవుతాయి. (7 ౪) కి లంబంగా 


ఉండే దిశ (640, 17) అనుకుంకే 
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EW + కొర + + Guz 0, 


(+ ఈలి vw du - 4uv (ఆటా + udu) + (1 + 4౪2) udv = 0- అవుతుంది: దీన్ని 


వ? . టి వే, , జక 


సూకీ కరెస్తే, 

vde + ఇడ? = 0 
అని వస్తుంది. ఇదే లంధి సంఛేదము యొక్క. అవకలన సమీకరణము. దీనిని సమాకలనము' 
చేస్తే 6౫ = స్థ్రరము ఆని వస్తుంది. లేదా'౫? = స్థీరము: అంకే సంచేదములు అత్‌ పరావలయ 


స్థూపము ఇ = స్టేరము మరియు పరావలయజము యొక్క. ఛేదము: 


ఉదాహరణ ఈ£3౫= &కు 6 605౪). =a simwsiny,.z =a 605'ళ చేత ఇవ్వబడ్డ: గోళము 


మీద్‌ పరామితీయ వ్యకములు లంబ fa వ్యవస్థను రూపాందిస్తాయని. చూపండి. వ(కము 
= సారమును, కోణములు 2 మరయు 2 చ లో కలియు రెండు. వ[కాల కుటుంబాలను. కూడా 


4 
కనుకో్క్చాండ్‌. 


సాధనచమ ౯ =(౫sin ౪ cosv;.a sin u sin 7.8 cos 1) 





క అతు (ఈక ఉంకొళి. ౧05% SiN Vv; sin u) 


—_ ణన ఖీ ఓ ఆ వ 
డి 8 (= sin u sin v, sin:ucosv,-0) 


Bz Fh GEza shu 
F= ౮ కనక గోళము మీద్‌ పరామితీయ' వక్రాలు: కంబ' వక్షాలు. 

వక్రము ౪ = స్థిరము యొక్క ద్‌ నిచ్చుత్తులు (1, 0) నకు, దిక్‌ నిష్పత్తులు (4౮.౪) 
నకు. మధ్య. కోణము 


HO —* py 
abe TPT rE TOM 


an & a2 sin-u (dv) 
త్త a2 du: 
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లేదా 6056664 = dv 
సమాకల సము చేస్తే, 


log tan 5 = v + log 6 = log ceY 


u 
* eV¥tan— =c¢ 
ం 


అంకు వకము ౪ = స్థిరముతో కోణము ₹ వేసే వకాల కుటుంబము 
వం కా 
6 1200 =6అ మాట. 


గ 


కోణము 4 


అయినప్పుడు, 
gr 
tan Pas 1 మరియు cosec u du = dv 


సమాకలనము చేస్తే, ౭“ tan _ 


ఇ = ౧ అనె వచ్చును. 


3 
ఇది వ[కములు v= స్పీరముతో కోణము = ge వ(కాల కుబుంబము యొక్క సమీకరణము. 


5.10 రెండు వవ్రాల కుటుంబాలు | 


u,v లలో P,Q,R లు ఏక కాలికంగా శూన్యముగాని అవిచ్చిన్న [పవేయాలవుతూ, 


౧౨౫ PR అయితే ది ఘాత అవకలన సమీకరణము 


5.10.1 P du2 + 2Q du dv + R dv2 = 0 రెండు వ(కాల కుటుంబాలను సూచిస్తుంది. 


విడివిడిగా యీ కుటుంబాల అవకలన సమీకరణాలు కావాలంకేు 


నే! 
5.10.2 ౨ 3 +2Q (ఏట రైసు య సాధించి కనుగొనవచు ఏను. 


\ 


5,11 వ(క్రాల కుటుంబాలు అంబవుగుటకు సియమము :& 


సమికరణము (5.10.1) చే ఇవ్వబడ్డ రెండు వ(కాల కుబుంబాల దిక్‌ నిష్పత్తులు 


] 
(౧ wD, A, ఓటి అసుకుందాము. అప్పుడు స మరియు న సమికరణము (5.10.2) నకు 


మూలాలు అవుతాయి. 
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భేతిమయు -- (కాలు 
AN మ R 
LL Lu జ | [+ ( 1! న్‌ 
ANNA NY yA A _4Q2-4PR 
\H స ఓ! క. (1 |. ల్‌ [02 
రెండు దిశల మధ్యకోణము 6 అసుకుంకే 
[1 (౧ [స [0 
tan 8 = 
త సన + కటట +A) + Grp 
౯ | క్ట 
HE 
up! 


\ 
| [= 

A a +F £3 sou G 
Ll L MH [1 


E 


ష్‌ 2 2_ pPR)L2 
5 (Q2-PR) 


- 2 
E. Es + F = 2a +.G 
wea | J 
2H (Q2 — PR)? 
ER — 2FQ + GP 


కలు అంబ దిశలు కావటానికి 6= 90 లెదా tan0 = * అవ్వాలి. 


h11.1 ER-—2FQ +GP=0 
ఇది రెండు వక్రాల కుటుంబాలు అంబమగుబకు కావలసిన నియముము 


అవాలి, 


కవుతుంది. 


12 ఉప సిద్దాంతము * పరామితీయ వక్రాలు అంబ వ్రాలు అవలాసికి కావలసిన సియుమ,ము 


J: 
ఇదె 


P=0,R=0 అయితే, సమీకరణము (16.5.1) సుండి 1౬6౧౪7 = 0 అన వస్తుంది, 
పరామితీయ వథక్రాలు ౪ = స్టిరము, ౪ = స్థిరమును ఇస్తుంది. (5.11.1)లో P=0, R= 0 అని 
శీసుకంంకు, F= 0 అని వస్తుంది. పరామితీయ వ(కాలు లంబకోణీయములవః వానికి F=0౦0 


"వాలనే విషయం మసం ముందు తచూచినదే. 
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5-19 ఉదాహరణ ః లంబ హెైలికాయిడ్‌ 
7 =(u cos v; u sin v; ab) 
మీద- వకోలు ఉష - (12 + 22) లంపకోణీ య+వ్యవస్తను' రూపాందిస్తాయని నిరూపించండి. 
సాధనము వు (౧౧౦౦5౪7, usin Vv, జ 
కసక B=1,F=0,G=ur+a2 
P du? + 26 du dv +R dv2=0 
ద్యారా ఇవ్వబడ్డ “రెండు వకాల కుటుంబాల (ప్రతి నిధులు లంబము' కావటానికి 
ER -—2FQ + GP = 0 అనే నియమము ఆవశ్యకమని మనకు తెలుసు. 
వ[కాల నమీకరణము. 
du2'- (12+ 22) 41౪2 = 0 ను (5.10.1) తో పొలిస్తే 
P=1,Q'= 0, R= - (12 + a2) అని వస్తుంది.' 
వీటినుండి ' 
ER — 2FQ + GP = (1) (U2 + a2) + (12+ 22). 1 = 0 అని వస్తుంది. 
‘ datlu2+ a2) dv2=0 


చే ఇవ్వణడ్డ వ[క్రాలు లంబకోణీయ-వక్రాల వ్యవస్థను రూపోందిస్తాయి.' 


అభిలంజివ [కత 


5.14 వోలు ' మరియు. అభిలంబ- ఛచేదములు 8 ' 

తలం. 3 “పెగల -బిందువు =P ' ద్వారా సమతలము' 7 ని గీయుము: అప్పుడు 7, 
సమతలము వె నిి-వ్మకము ౮ లో ఛేదిస్తుంది. దీనిని ఏ యొక్క ఛేదము అంబాము. వద్ద 
గల' 5 యొక్క! అభిలంబముసు ' కలిగి వుండేబట్లుగా' సమతలం 7 ని గీసినర్లైతే, 'అప్పుడు 


వ్మకము C ని అభిలంబ ఛేదమనియు లేనిచో ౮ ని వాలు ఛేదమని పీలుసాము. 
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ర.1ర5్‌ అభింంబ వ|క్రతా నదిశ ః 


తలముపై బిందువు P నుండి పోయే ఒక వ(కము ౮ అయితే (మరియు P వద్ద దాని 


> dP యస్తే 
వకత K అనుకుంటే) వక సదిశ వా (=k ౨) కు సమానము. 


—3 సీ 
తలమీనకు అభిలంబముగా నుండే K యొక్క. అంశమును K గాను తలమునకు 


స్పర్శ రేథీయగా ఉండే అంశమును K గానూ విడదీస్తే 
.8 


dt? >> ౫ 
7 7=K=K + ఖా అవుతుంది. 


ప్‌ 





పటం 5.1 


స్త —3 — 
సదిశ క ని అభిలంబ వ(కతాసదిశ అంటాము. మరియు య హా K N గా కూడా 
—3 
వ్యక్తం చేయవచ్చును. దీనిలో ౬ ను అభిలంబ వక్రత అంటాము. సదిశ క వృకము ౦ .తో 
n n | 

అలసి 

మా(తమే నిశ్చితము చేయబడుతుంది. ఇది ₹ లేదాN ల దిశపె ఆధారపడదు. కాని దాని 
—} —3 

గుర్తు గ యొక్క దిశ మీద ఆధార పడుతుంది. సదిశ క ని స్పర్శ రేఖీయ వకతా సదిశగా 

గాని, జియోడెసిక్‌ వకతా సదిశగా కాని పిలిచెదము. . 


MA a 
సమీకరణము N, t =0ని అవకలనము చేస్తే 
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> 7? 
షై క IN లి =౮ అని వస్తుంది 
5 ds 
3 ae 
dP dN adr aN 
. N. = = t—— m= నా Fog 
ప్‌ ప్ర (| వ, NV S$, 
— 
_ @r). dN) 
న్‌ ds2 


లేదా సమీకరణము (4.12.14 నుండి, 


Ldu2 + 2M du dv + N 12 
గ ఖ్‌ రయి? + 2F du dv + G 6472 


సమీకరణము (5.15.1) అభిలంబ వ(కత మ్న్‌ ని ఇస్తుంది. 


న dv 
P వద్ద గుణకముల్లు £, F,G,L, M,N లు స్థిరములు కాబట్ట, P వద్ద దిశా లో కష్ట 


పూర్తిగా నిశ్చితము గావించబడుచున్నది. అంటే, P గుండా పోయే అన్ని వ(కములకు స్పర్శురేఖ 


ఒకళు దికకుంకు వాటికి ఒకే అభిలంబ వ[కత సదిశ ఉంటుంది. 


5.16 గమనికలు 
3 3 3 

(1) Nనుండిగి కి థ కోణము మరియు N. =, గ, = 0 కనక గు నుండి సంస్సృర్శక 
తలంకి కూడా 4 కోణము కావలెను. 


వాలు ఛేదము యొక్క వత K కనక క = [1005 థ! అవుతుంది. దీనిని మ్యూసర్‌ 


సద్దాంతమందురు. 
! 
(11) మృ, తలము యొక్క అభిలంబముపై వకము యొక్క (పధాన అభిలంబము వెంటనున్న 
K పొడవుగల సదిశ యొక్క విక్షేపము. 


బొమ్మ (1) లో తలమన ఏ నందలి వ(కము C యొక్క. (పధాన అభిలంబము n, భలము 
3 
యొక్క అభిలంబము N త్లో ఏకీభవించటము లేదని చూపుచున్నది. వకము C 


జియోడెసిక్‌ (geodesic) వకము అయినప్పుడు మాతమే N తో ఏకీభవించును, 


లలము - వుకాలు నా 


5.17 అభిలంబ ఛేదము యొక్క వక్రత ః వేరొక పద్దతి £ 


3 3 
తలము 7” = 7” (ఇళిని సమతలములతో శేదించుల వలన పచ్చు చేదములను 


తీసుకాందాము. వీటిలో తబముయొక్క అభిలంబము N ఉండేవి, మరియ) P(7) గుండా 
చెలే ష్‌ ఛేదములను మామే తీసుకొందాము.. ఇటువంటి ఛేదములు సమతల వ(కములుగా 
ఉండును. P వద్ది ఉండే వీటి (ప్రధాన అభిలంబముగొ గా తలము యొక్క అభిలంబము N కీ 
సమాంతరముగా ఉంటాయి, n మరియు N ఒకటే దిశకున్నాయనుక్‌"ందాము. 

N ఏ వెపుకు ఉన్నదో, ఆ పక్కకు వ(క్రము పుటాకారమై తే, ఛేదము యొక్క వక్రత, 
K ను ధనాత్మకమని అంటాము. (సెనెట్‌ మొదటి నియమము నుండి 


—» 


yt క 


మ్మో 
=T''=K N 
n 


| 


= K 


n 


[| 
త. ml 


ప. 


T u'+T v +7 న ణే. Vv 
‘Il 2 11 12 22 


2 2 
= స - +2Muiv'+Nv' 


| 


3 వ 3 ౩3 3 
| / N.Ty=0N.T=LN. rg=MN. శ 


L, du? + 2M du dv + N dv: 
| యు మటలు 
Mr: మా du2 + 2F du dv + G dv? 


ఇది తలము యొక్క అభిలంబ శేదము యొక్క వ(కతను, దిశ (46, 17) నందు 


ఇచ్చును. (దీనిని సంగ్రహముగా అభిలంబ వ కత అంటారు). దీని వ్యుత్మమమును అభిలంబ 


వ[కతా వ్యాసార్హ మంటాము. దీనిని క్‌ తో సూచిస్తాము. 


5,18 గమనిక? 


d 
సమాసము (5.17.1) నిష్పత్తి గ మీద మాత్రమే ఆధారపడును. 1 వద్ది ఒకదాని కొకటి 


ఆనుకొని ఉండే రెండు వ(కములకు దీని విలువ ఒకే వుంటుంది. మరియు వీటికి ఒకరే 
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(ప్రధాన అభిలంబము అంశే ఒకలు సంస్సర్శక సమతలముంళు, వాటికి P వద్ద ఒకళు వక్రత 
వుంటుంది, 

కనక P వద్దగల తలముపె ఏదెనా వ్మకము యొక్క వక్రత, P వద్ద వృకము యొక్క 
సంస్పర్శక'సమతలముతో తలమును శేదించినప్పుడు వచ్చిన ఛేదము యొక్క వ(క్రతా ఒకటేగా 
వుంటాయి. కావున తలము యొక్క సమతల ఛేదముల వకతలను మామే చదివితే 


సరిపోతుంది. 


5,19 ఉదాహరణలు ! 

1. లంబ హెలికాయిడ్‌ *=u605V,y=usinv,z=cv యొక్క అభిలంబ చేదము 
యొక్క వ(కతను కనుక్కోండి. 

పాధన ః ఇ? లు పరామితులుగొ, 


_L du? + 2M du dy + N dv? 
మ E du? + 2F du dv + G dv2 


మరియు 7 = (u cos v, u Sin Vv, Cv) 
E=1G=u+02,F=0,L=0,M=-5,N=0 
-2C du dy 


nH [du2 + (u2 + c2) dv2] 


2. ఎదెనా బిందువు (౪, ౪) వద్ద తలము 


U+vVv u— 


Vv 
X =m, y =——— 2 = uy యొక్క అభిలంబము, యూనిబ్‌ సదిశ 
RARE క్ట 


కా (+ v,v-u- V2 (x, రా మ 


2. 6 + ఇజ్‌ + ౪ Frees 


తో ఇవ్వబడినదని చూపించుము. మరియు మూల బిందువు వద్ద దిశ (d॥, 17) నందు 


అభిలంబ చేదము యొక్క వ(కతని కనుక్కొనుము. 
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4 


v, P= a 


—3 3 వ 
r 1=(0; 0, 0), r 12=(0,0, 1), = (0, 0, 0) 
E=T2=1+V,F=zuv,G=1,2=1+u2 


| |. 


సన శన” (G5 


—3 XT, WEE 
Feats PEG 


(lu+v,v-u-—-YV2 (x, eyes l. 


2. 0 + 2 + ఇ “Marry + y2) 


— వా 
మరియు L=7,,.N=0,M=T N = 


Ww mera 


అవ త 
N = roo N=0 
L du? + 2M du dv + N dv2 


_ య + 2F du dv + G dv2 


_ —2 du dv 
(1+ u2 + v2) [1 + v2) du? +2 uv du dv + (1 + u2) dv?] 


3. రెండు తలముల ఛేదము యొక్క వకము నందలి ఏదెనా బిందువు P వద్ద వృకత K 


అనుకుందాము. K,, K,లుP వద్ద వ(కదిశలో తలము యొక్క అభిలంబ వ(కతలు. 


మరియు P వద్ద అభిలంబాల మధ్య కోణము ౧ అయితే, 
K2 sin? a= ర 2 + K,2-—2K2 + K,2-2K, K, cos ౧ 


అనే సంబంధములో K ఇవ్వబడునని చూపించుము. 
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సాధనము :ః తలాలు 5 మరియు న్కొ ల ఛేదకము వక్రము 0. ౮ మీద P (7) ఒక బిందువు. 
ఆసు స్తు నా 
N,N, లు ఈ రెండు తలాలకి యూనిట్‌ అభిలంబాలు. 0 ఏటి మధ్యకోణము కనక, N| 
3 ఆ. 
N..N, 20౦056 

_ అలసి 
T.n=0N,. t=0,N,. t=0 కనక ak. 

377 నో 
సదిశలు Kn,N,,N, లు సతలీయమవుతాయి. కాబట్టే వీటిలో ఒక సదిశని మిగతా 


రెండిటి ఏక ఘాత సంయోగముగా రాయవచ్చును. 


తగ కో 3 
5.19.1 r =aN, +bN, అనుకుందాము 


ప తై 
ర 0] = + 0005 6 
— 
ర 
r .N,=acosO+b 


లేదా K,=a+ bcos 6 
K = 20056 +0 
2,b ల కోసం సాధిస్తే 
మృామ్య్క్‌ ౦056 K,-—K, 6056 


క 


ఇ అని వసుంది. 
sin? 0 sin? 6 సక 


వీటిని (5.19. లో (పతిక్తేపస్తే, 
వలి = K N 
Kn sin 6 = (చ - క్కు cos O)N, +(K%-— 1 cos 6) ్‌ 
లేదా K2 sink 0 = (K2 షః [దం (1 + 6052 0-2 00920 ~ 2 ర K, cos 6 (1 - 0052 0) 


“. టీ20 = ks + K,2 -2 16 K, cos 6. 


5.20 అభ్యాసము: 
1. బిందువు (1, 2,9) వద్ద, సమతలము +౪ +z2=0 మరియు తలము 22 = x2 + y2 
ల ఛేదము యొక్క వ(కతను కనుక్కోండి. 


2. బిందువు (3, 2, 1) వద్ద, సమతలము ౫ +) + 2 = 6 మరియు తలము 
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x2 + 2/2 + 322 =20 ల ఛేదము యొక్క వకతను కనుక్కోండి. 
3 


-ఫాలికాయిడ్‌ *=u05v,y=usinv,z=flW +60 యొక్క అభిలంబ వేవమ 


యొక్క వ|కతను కనుక్కోండి, 


5.21 మ్యూనర్‌ సిద్దాంతము ! 


ఒకే స్పర్శరేఖ గుండా వెళ్ళే వాలు శేదము మరియు అభిలంబ నేదముల మొక 


వకతలను క్‌ కు లతో సూచించినచో, ఛేదముల మధ్య కోణము 6 అయినప్పుడు స = 


యె ఆ వానా ట్‌ 
05 6 అవుతుంది. 
ఉపపత్తి : P వద్ద స్పర్శతలమును, P గుండా వెళ్ళే తలము యొక్క వాలు న గ 
కలిబిందనుకుందాము. దాని (ప్రధాన అభిలంబము గ అనుకుందాము. 
Pp 
p . 
జజ 
జ 





సలం 5.2 


వాలు చేదముతో, లేఖ ! గుండా వెళ్ళే అభిలంబ రేదము మరియి P వద్ద ల తశిము 


దాము. అభిల౭జ వేదమున 
యొక్క. అభిలంబము, కోణము 6 తో వాలి.వున్నాయనుక్‌ ందాము. లంబ వే కు 


N, యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశయితే, (ఫెనెట్‌ నియమము నుండ. 


3 
353, 7 పై bs 
cos=N.n =N. 7 kK 


శావాతీమా. ఇల 
శ్లో 


a 
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= K =Kcosd 
న 


జ్యామితీయంగా, ₹ ఉన్న అన్ని సమతల ఛేదములకు నాటి వృక్రతా వృత్తములు గోళము మీద 
ఉంటాయి. 
వాస్తే 
0 = 0 అయినప్పుడు, అంశే, సదిశ గ, N తో ఏకీభవించినప్పుడు K, = అవుతుంది. 
PS 
అంటే P వద్ద వుక్రము యొక్క (ప్రధాన అభిలంబము ఇ తలము యొక్క అభిలంబము N తో 
ఏకీభవించినప్పుడు బిందువు P వద్ద వకము యొక్క వ[కత K, వ[కము దిశలో P వద్ద 


అభిలిరిబ వ[కతకు సమానముగా నుండును. 


2 2 
ఉదాహరణ 1 ః పరావలయజము 2 ప +7 మరియు సమతలాలు 2 = ౮౪ ల వ్యకచేదము 


యొక్క మూల బిందువు వద్ద వ(కత K ని కనుక్కోండి. 


సాధనము : ఇచ్చిన వకముతో, ఉమ్మడి స్పర్శురేఖి ఉన్న తలము యొక్క అభిలంబ చేదము, 


2 
మూలబిందువువద్ద పరావలయము 2 =డ్యా, y = 0 అవుతుంది. మ్యూనర్‌ సిద్దాంతము (ప్రకారము 
ర a ఉు 


2 (1 + 020/2 1 ఇ 
త స అనే. ౫ -- 69 'అని చూపంచగలము. 
ac జీ y 


అభ్యానము 


1. తలము యొక్క వాలు ఛేదము ౮ యొక్క వకత K. ౮ యొక్క దిశలో తలము 
యొక్క అభిలంబ వకత క. మరియు వాలు ఛేదము, అభిలంబ శేదముల 


మధ్యకోణము 9 అయినప్పుడు, ఈ |కింది నియమములను స్టాపీం యము. 
యజాస్ట్రే. 


వాసే 
ON AN _LN-H2 7 
du “Iv “EGF 


(11) K = K cos 0 


(1) 


NY 
2. కృ-వ5్‌=2 మ్న్‌ (5122 ౫ 6) అని నిరూపించుము. 
\ ౮ 


6. 


ప్రధాన దిశలు, 
ప్రధాన వ(కతలు మరియు వకతా రేఖలు 


61 నిర్వచనాలు! 
1) ప్రధాన ఛేదము 8 తలము మీద గరిష్ట, కనిష్ట వ్మకతగల అభిలంబ ఛేదమును తలము 


యొక్క (పధాన ఛేదమని అంటారు. 


1) ప్రధాన వుక్రతలు ః (పధాన ఛేదముల గరిష్ట, కనిష్ట వక్రతలను [ప్రధాన వుక్రతలు అని 


అంటాము. వాటిని క, మరియు కు లతో గుర్తిస్తాము. 


వాటీకీ అనురూపమైన వ(కతా వ్యాసార్హములను (పథాన వ కతా వ్యాసారములంబాము. 


వాటిని 5 మరియు వి లలో గుర్తిస్తాము. 


iii) ప్రధాన దిశలు ః (పధాన శేదముల స్స రృ రేఖలను (పధాన దిశలని అంటాము. ఈ దిశలు 


పరస్సర అంబాలుగా ఉంటాయి. 


1౪7) వక్రతా రేఖలు ః తలము మీది వృకముసె (ప్రతి బిందువు వద్ద స్పర్శరేఖా సదిశ ఒక 
(పధాన దిశలో ఉంటు ఆ వ(కాన్ని వకతా రిఖ అంటాము. 
(111) నుండి తలము మీది (పతిబిందువు వద్ద రెండు [ప్రధాన దిశలు, పరస్పర లంబాలుగా 
ఉంటాయని మనకు తెలుసు. కాబట్టి, తలము మీద వ కతా “రేఖల వ్యవస్థలు రెండు 
ఉంటాయి. మరియు తలముమీది (పతి బిందువు గుండా రెండు వ్యవస్థలనుండి చెరొక 


వ కతారేఖి వెళతాయి. వ(కతారేఖల వ్యవస్థలు అంబంగా ఉంటాయి. 


62 "వ క్షతా రేఖలు లేదా ప్రధాన దిశల అవకలన సమీకరణము : 


సమీకరణము 
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(L du? + 2M du dv + N dvd 
TTT Tr. 


ఆభిలంబ వక్రత K, (= K అనుకుంటే) ను ఇచ్చును. 


du=} cos 8, dv =్శAsin 8(0<60< 210 అనుకుంకే (6.2.1) నుండి 


2 క Ey 
6.2.2 K 605 0+ M sin 20 + N sins 0 


E cos280 + F sin 28 +G sin? 9 కా. 


EG - F2> 0 కనక (6.2.2) నందలి హారము మాయమగుటకు వీలు లేదు. కనక 
(0, 2n] ల K, 6 యొక్క అవిచ న్న (పవేయమవుతుంది. కావున క కు గరిష్ట కనిష్ట 


విలువలు వుండవలెను. d౪=/, 6౪ =| అనుకురోే, 


L)2+2M}IL:Np2 fO, py 
సి వానా Sr నాన నా య ( ఇ 
6.2,3 K FF Ce gO అనుకుంకే) అవుతుంది 


అత్యంత విలువలకు (ప్రమేయము K0, ౬) యొక్క పాక్షిక వ్యుత్సన్నము 
మాయమగులు ఆవశ్యకము. కావున 


g.f పే g=0;ef -fg = 0 


f 
=-£ (6.2.3) నుండి, 


ff =2(LA+ MD) =2(L du + M dv) 

క్ష =2(EA+ Fl)=2(E du + F dv) 

సే = 2 (44+ వి = 2 (04 య + 0 dv) 

క్‌ = 2 (౫). + Gr) = 2 (F du + G dv) 
వీటిని (6.2.4) లో (పతొకేపణ చేస్తే, 


Ldu+Mdv Mdu+Ndv | 
625 EFA కం రతా అని వస్తుంది. 


లేదా 


(పధాన దిశలు, (పధాన వ(కతలు మరియు వ్మకతా రేఖలు 203 


6.2.6 (EM —FL) du? + (EN — GD) du dv + (FN -GM) 47 = 0 అవుతుంది. 
దీని నిర్దారక రూపము. 


dv2 -dudvyv du? 


Ldu+Mdv Mdu+N dy 
6.2.7 =  E F G =z0 


Edu+Fdv Fdu+Gdv 
M N 


(av 
నివృత్తి “కశ నకు ద్విఘాత సమీకరణము (6.2.6) గాని (6.2.7) గాని రెండు 
న్న 

ఎలువలకు, నిర్హారించును. ఇవి స్పర్శ్గతలము నందు రెండు దిశలను నిర్దారించును. ష్య నకు 
ఆత్యంత విలువలుగల దిశలు సమికరణము (6.2.6) ను తృస్త పరచవలెను. ఈ దిశలను తలము 
5 నందలి బిందువు P వద్ద గల అభిలంబ వక్రత యొక్క (ప్రధాన దిశలంటాము. లేదా P వద్ద 
క యొక్క (ప్రధాన దిశలని సూక్ష్మంగా అంటాము. వాటికి అనురూపమైన అభిలంబ వకత 
క్ని యుక్క విలువలను P వద్ద S యొకు (పధాన వ(్మకతలని అంటాము. వాటీని K, 
మరియు క్ర లతో సూచిస్తాము. 
6.3 (పధాన వక్రతలు ః 

అభిలంబ వకత K., సమీకరణము (6.2.5) చే గాని, 

(L- KE)du+(M-—-Kfdv=0 


(M — KF) du +(N— KG) dv =0 లతో గాని ఇవ్వబడుచున్నది. 
du, dv లను తొలగిస్తే, 


L-— KE M — KF 
6.3.1 = 0 అవుతుంది. అంటే 
M — KF N-—-KG 


(EG - F2) K2 — (EN — 2FM + GL) K +(LN - M2) = 0 అవుతుంది. ఈ 
'సమీకరణము యొక్క రెండు విలువలు తప్పక వాస్తవ విలువలు కావలెను. K£ యొక్క ఈ 


న్హావర విలువలు (పధాన వకతలు అవుతాయి. 
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6.4 వ(క్రతా రేఖాలు ; 
తలము వొ మిది ఏదెనా వృక్రము యొక్క (పతిబిందువు వద్ద దిశ (ప్రధాన దిశ అయితే, 
ఆ వ(కాన్ని 5 మిది వక్రతా "రేఖ అంటాము. ఇది అవకలన సమీకరణము (6.2.6) నకు సాధన 


వ[కమవుతుంది. 


6.5 ఉప సిద్దాంతము % 
ల్‌ { 9 | 
(1) ఏ స్థిరబిందువు వద్దనైనా క్ర మరియు క లు స్థిర రాఫలు. కావున 5 మీది (పతి 


బిందువు గుండా (aa రెండు విలువలకు అనురూపముగా రెండు ఐ(కతౌ రేఖలు 
టం 


ఉంటాయి. మరియు ఈ రెండు వ(కతా రేఖలు లంబకోణీయతతో వుంటాయి. 
దిశలు P du2 + Q du dv + 2472 = 0 లంబముగా నుండుటకు నియమము 

ER — FQ + GP = 0 

(6.2.6) నుండి, 


ER-FQ+GP=E(FN-GM-F(EN-GD+G(EM-FL)=0 


కనక P గుండా వెళ్లే రెండు దిశలు లంబ కోణీయతతో ఛేదించుకుంటాయి. 


(11) సమికరణము (6.2.6) నకు సమానమె న సమాసము 
ధా ధారా క | 
2 > 
NGN,, గ du HNN, ry + N,N,, ళ్‌ 


3 3 
du dv + N,N, To dv2=0 


జ 
5 మీద ౨ వద్ద, N యూనిట్‌ అభిలంబము. క్షా, స్మి మరియు సంకలన సంకేత 


సంజలను ఉపయోగిస్తే దీనిని, 1= ఇష ౪ = లీ అనుకుంక్రు, 


మం క tes 
N,N, fr. dudw=0 అని రాయవచ్చును. 


[ధాన దిశలు, (ప్రధాన వ(కతలు మరియు వ కతా "రేఖలు 


3 3 
H,N,N, FF. 


వచు గను. 
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= కక్క -క్కా ర్న, అని గుర్తుంచుకుంటే పె ఫలితము వెంటనే 


11) మాంగే రూపములో ఉన్నప్పుడు అంటే 2=f(1,)) గా ఇవ్వబడినప్పుడు, వకతా 


రేఖలు, (ఎధాన ప|కతలు (క్రింది నిర్దారకముతో ఇవ బడును. 


(1 + p2) dx + pq dy 


r dx +s dy 
అంటే 
dy? -dxdy 
1 + p2 pq 
r న్‌ 
మరియు 
HK (1+ p2) -r 
HpaK-~-s 


pq dx + (1 + q?) dy 


s dx +t dy 


dx2 
1+92 =0 
t 


HpgK-s 


H(1+a2)K-t 


E=1+p?,F=pq,G= 1+ 02, H2 = 1 + p? + q? 


r ప్‌ t 
పః త స | 


కనుక, సమీకరణాలు 


(6.2.7, (63.1) ల నుండీ ఈ ఫలితాలను వెంటనే కనుకో[_వచు ఏను. 


6.6. ఉదాహరణలు $ 


ఏ) తలము =8(౮+”,y=b(lu-v),z2= uv నకు (ప్రధాన దిశలు మరియు ప్రధాన 


వ(కతలను కనుకో_ండి. 
సాధన । గా [a (u + v), b (u — v), uv] 


న్లో = (2, ల 7,=(a,—b, uw 
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TXT, = (b(u+v),a(u—v), -2ab) 
— rr = అ 
r1;=(0,0,0), r ,=(0,0, 1), = (0, 0, 0) 


_(b (u + y,a (u—v),-— 2ab) 


—ే 
N H 


66.1 .. E=a2+b2+v2,F=a2—b2 + uv, G= a2 + ౨ + u2 





32 3 33  -2ab 
LEN; rr ;=0,M=N. r 9 fH N= 0 
4a2 b2 
లా 


(ప్రధాన దిశలను (లేదా వ[కతా రేఖలను) 
dv2 —dudv du? 


E F G =0 నుండీకనుకో్కవచు ఎను. 


L M N 
(6.6.1) నుండి 9, పౌ, ౮, L, M,N విలువలను పతిక్లేపిస్తే 
dv2 — du dv du? 
a2+b2+v2  a2-bB+uv  a2+b2+u2 0 
— 2ab 
0 తా 0 


అవుతుంది. లేదా, 


(a2 + b2 + u2) du? — (a2 + b2 + v2) du? = 0 


లేదా 
du న dv 
Va+b+u  YVasbiye 
సమాకలనముచేస్తే 
న సరా 


గ స క్‌ 
డన అవకు గె ——— + సిరరాశి. 
Var + 02, 2 +, > 


' ప్రధాన ది+లు, (వధాన వ! కతలు మరియు వ(కతా రెఖలు 207 


HiK2-(GL+EN-2FMK+T72=0 


(ప్రధాన వుకతలను ఇస్తుంది. కనక ఇందులో 

GL = 0, EN = 0, H2 = (a2 + b2 + v2) (a2 + b2 + ఇ2 — (22 —b2 + uv?) 
పతిక్షపైస్తే, 

H* K2 — 4abH (a2 — b2 + uv) K - 482 2 = 0 


వటి మూలాలు (పధాన వ్మకతాలను ఇస్తాయి. 


(1) తలము Z=ctan-! (3 నకు |పధాన న కతలనిచ్చే సమీకరణము, వ(కతారేఖల 
లో 


_ యొక్క. అవకలన సమీకరణమును కనుగొనుము. 
సాధన ః తలము యొక్క పరామితియ రూపము 
T = (u cos 0, u sin 6, c0) 


“. E=LF=0G=u2+¢0,H2=u2+ ఆ, 


| ఈల్‌ పసు 
L=0,M=5 N=0 


పథాన వ(కతలకి 


పుం L KF - [| 
KF —M KG - N 


=0 


లేదా 
HK 1 


Cc H (u2 + ¢2) K 


= (12 + 0202 K2— 2 = 0 
{ 


c 
u2 + c2 





K=+ 


ఏ కతా రేఖల అవకలన సమీకరణము 


208 అవక్షలన జ్యా: 


dv2 -dudv da 


E F G =0 
L M N 
దీనిలో పే, F,G, L, M,N ల విలువలను (పతికేపిస్తే, 
d92 రేల 610 రష 
1 0 u2 + c2 =0 
0 — C ( 
లేదా 
du2 — (u* + 62) 462 = 0 అని వస్తుంది. 
du 
దీని నుఆడి (0 = + ———ా 
Vu? + c2 


(111) తలముx=u౭0560,y=usin60,z = (0) 
నకు వ(కతా రేఖలు జనక రేఖతో చేయు కోణము 


f 
tan? థ + 7 న —1=0 ద్వారా ఇవ్వబడునని నిరూబంచుము. 


|i” 


సాధన: 7 = (1 605 6, u sin 6, f(6)) కనక 
— 2 |2 
72 = 0, (= 1 +f", 


కా ఆం 
క క =P N=0,M=T,,.N - 


dv? — dudv du? 
E F G =0 
L M N 


లేదా 


పధాన దిశలు, (ప్రధాన వ(కతలు మరీయు వ(కతా రేఖలు 209 


| 


--482 dude du 


1 0. క -0 
0 [6 uf 
HH H 


ఆంఖే 


[ 4 9 రజీ 
6.62 ft! (౪2 + గ LA + ufi/ బ్‌ —f' = 0 ద్వారా ఇవ్వబడును. 
du du, 
స్పర్శ రేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు 
(dx, dy, dz, dx = 605966446--15టుా60 du, 


dy = sin 0 du + u cos 6 dé, dz = f" (6) 66 


వ[కతా రేఖలు జనక రేఖతో చేయు కోణము థ కనక అయితే, 


(dx cos 6 + dy sin 60 + 0. dz) 
(dx)? + (dy)? + (dz)? 


_ du 


\ (dw? + u2 (d9)2 + £1” (49)? 


వర్గము చస అధో ముఖం చేస్తే, 


“6169౫2 
త 


sec? థ = 1+ (12 స 
ల 


(d9%2 1222 4 
గా 2 
du, ౪2 + f' 


లేదా 


దీనిని సమీకరణము (6.6.2) లో (పతోకేపిస్తే 


f utan ¢ lied 


|u2 PE 


(1౪7) పరావలయజము ౫౪ = £౬ యొక్క వకతా రేఖలు తలము 


tan? ¢ + 


sin మే, Qe sin n మాసే పో జి |= AA ఒక స్టరరాశణి, = పె ఉంటాయని నిరూపంపుము. 
క er) 
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ఇవో. నా | 
సాధన 82 = నుండి, ౨ = =7,1=0,s జక 0 అని వస్తాయి 
వకతా రేఖలు 

dy2 —-dxdy dx2 


i+p? pq l+q =0 


xy 

జ 1 + వానా 
L 

a 


అంటే (22 + ౫౨) (dy)? - (82 + y)2 (ర)? = 0 దా వరా ఇవ్వబడుతాయి. 


లేదా dx dy 


res ( 
Va2+x2 22 + y2 


 సమాకలనముచేస్తే, 


. స ఉన్న! | Vv 
sin h-! ౪. = =A 
ల ం/ 


(Vv)  పరావలయజము y= 2 మరియు ఆతి పరావలయజము 


x2 + y2-22 +62=0 ల వక ఛేదము యొక్క ఏదేని బిందువు వద్ద పరావలయజము 


2 (1+ 
యొక్క [పథాన వ్యాసార్హములు £42) అని చూపుము. 


సాధన ః T = (x, y, Xy/C) 
7, =(1, 0, y/o), 7,=(0, 1, xe) 


ఆస్తి గా శ శా ది 
1 7) 6) 6” 


1 


3 ఇ క - 
T 1] = (0, 0, 0), "= 0 0, c) 1 99 = (0,0, 0) 


(ప్రధాన దిశలు, (ప్రధాన వ(కతలు మరియు వకతా రేఖలు 211 


2 2 

nian Yn ix 

వ స 
2 2 9 

[2 అ 1 శాస్త్రపు L=0 
౮ ౮ 

1 1 
M=Gg-pN=0 


(ఎధాన వ[కత లు 


KE-L మై - పక్‌, 
. లూ - వక్‌ KG-N 


లేదా 
జ వాలీ 
టన! చడ. 
=0 
ల n2 
చయయ k (02 + x2) 
దీనినుండి 


22122 (62 + x2) (62 + y2) = (k xyz - 62) 
లేదా 22 ౬2 2 (౫2 + y2 + 22) =f -2 2 k xyz 


లేదా 2 kL? =.62 -2k౫yz అని వస్తుంది. 


వ 
ర్‌ 


ఇ నమీకరణము 


k == కనక, 


S2 622622 5 - 2% = 0 అవుతుంది. 


. g-;2dE2) 
. ఏ2 


(Vv) పరావలయజము 27 = ర్‌ి + 4ఓy + 2౪2 యొక్క మూలబిందువు వద్ద (ప్రధాన 


వకతలను కనుగొనుము. మరియు ఛేదము ౫ =౪ యొక్క వకతను కూడా కనుగొనుము. 


పాధన ః సమీకరణము 22 = 622 + బు + 2౪? నుండీ 


వ re కులములు. త్‌ ఆ అవ్వు 
| క్షి క్‌ 
శా _ 


వాన 
ఇ 
- 
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pP=0x+2y,q=2(x+y,r=5,s=2,t=2 మూలబిందువు (0, 0, 0) వద్ద వీటి 
కక 
pP=0,q=0,r=5,s=2,t=2,H*=1+p2+q2= 1|పధానవ(క్రతలు. 
H(i1+p)k-r 0615-38 
Hpq k-s Haq) k-t. 


ద్వారా ఇవ్వబడుతాయి 


k-5 _2 
అంకే =0 


—2 k-2 
లేదా 12 - 75+ 6= 0 
ఆ | =క్రేక్చి = 6. 
ఛేదము ౫ =)” నకు పరావలయజము యొక్క సమీకరణము 22 = 11x? లేదా 


2h = 100, 2 = 1 అవుతుంది. మూలబిందువు వద్ద న్యూటన్‌ సూతం నుండి 


టీ . GCCiyd. ., (x2+y2) 9 
S = lim బా = him సా = lim me 1 


(౪11) అతి పరావలయజము 22 = 7%? + 6xt —y2 నకు మూలబిందువు వద్ద |పధాన వ(క్రతలు 
రి - 2 అని చూపించుము. మరియు (పధాన ఛేదములూ ౫౨ zy, 3౫ =-y అని' 
నిరూపంచుము. 

సాధన ః 22 - 702 + 6ం/-- ౩2 సమీకరణం నుంచి 


p=/x+3dy,q=3x-y,r=7,s=3,k=-—1 


= మూల బిందువు వద్ద'వీచి విలువలు ౧=0,4=0,7=7,5=3,t=-1H=] 
- (ప్రధాన వకతలను యిచ్చే సమీకరణం 

k-7 -3 

త k+1 


లేదా *4 - 6k — 16 = 0 


ప్రధాన దిశలు, (ప్రధాన వక్రతలు మరియు వకతా రేఖలు. 213 


మి కార్‌, k,=-—2 


వ్రతా రేఖలను యిచ్చు సమీకరణం 
dy2 —dxdy dx? 
140 pq 1l+q? =0 
r ప్‌ t 
dy? — dx dy dx2 
3 1 0 1 =0 
7 తె —-1 


3 3 (d3y)2+8 dy జ -3 (1)? = 0 


dys? | 
లేదా 3 గట +8 (ay) -3=0సమాకలనము చేసే, 
dx, dx, ఆవ 


x = 3y, 3x=-y అని వసాయి. 


0, 0, 0) వద్ద సమాకలన జ్రరరాశులు సున్నాలు అవుతాయి కనుక) 


వ్‌ అభ్యాసము ల 
1. (ప్రధాన వ్యాసార్జ్దాలు, వకతా రేఖలను కింది తలాలకి కసుక్కో-ండి. 
i) ౩32౭=ఇులే + by 11) 2z = ax? + 2hxy + by? 
111) xyz = abc iv) z2 (x2 + y2) = cf 
3 . 
v) r=(ucosv, usin v, uv) 
ను సప్త | 
V1) rT =(ucosu-—-SInNnu+Vvcosu,vSinu+cosu+vsin u,v) 
a 
vii) r =(ucosv, u sin v, ,f(u) + cw: 


viii) 7 -_ad+u),b(u-vy,c(l-uv), 
(u + v) 


ix) bx+ay=2 abu, bx — ay = 2 abv, 2 = 2cuv. 
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2. తలమునందు 7 బిందువు వద్ద యూనిట్‌ అభిలంబం గ యొక్క మూల బిందువు 
వద్ద (భామకము 71= గ ౫7 వకతా రేఖల అవకలన సమీకరణము dm. dn =0 అని 
షస అల. 

క్ర వ్యాసార్హము 'Q గల వృత్తముతో జనితబు న హెలికాయిడ్‌ సమీకరణాన్ని జనక వృత్త 
తలము అక్షము ద్వారా పోతూ ఉంటే కనుక్కోండి. తలము యొక్క వక్రతా రేఖలసు 


కూడా నిర్ణయించండ. 


6.8 మరికొన్ని నిర్వచనములు ః 
మొదటి వక్రత : 

తలము యొక్క ఏదెనా బిందువు వద్ద (ప్రధాన వ(క్రతల మొత్తమును మొదటి వకత అని 
నిర్వచిస్తాము. దీనిని ల తో సూచిస్తాము. 


EN _ 2 FM + GL 
ల = మ్మం కాడా 


దీనిని మధ్యమ వ్మకతన కూడా అంటాము, 


గౌసియన్‌ వకత £ 
తలము యొక్క ఏదెనా బిందువు వద్ద (పధాస వకతల లబ్బముసు గౌసియన్‌ వ్మకతని 
నిర్వచిస్తాము. దినిని ౬ తో సూచిస్తాము. 


గం LN-M2 


గౌసియన్‌ వృకతసు, రెండవ వక్రతని, మొత్తము వక్రతని మరియు నిర్రిష్ట వక్రతని కూడా 
అంటూము. 
కనిష్ష తఅములు ః 


మొదటి వ(కత సున్న అయే తలములను కనిష్ట తలమంబారు. తలము కనిష్ట మగులకు 


కావలసిన నియమము 


ప్రధాన దిశలు, ప్రధాన వకతలు మరియు వ(కతా రేలు 


EN-2F+GL=0 


| తలము మాంగీ రూపములో ఉంఫే, ఈ నియమము 


(1 + 62) r —2pqs + (1 + p2 t= 0 అవుతుంది. 


పాక్సి_లి కి 


తలము మీది ఏ బిందువు వద్దనెనా అభిలంబ వ్మకత, దిశ మీద ఆధారపడకుండా ఉంటే 
ఆ బిందువును నేవల్‌ బిందువు లేదా పొక్కిలి అని అంటారు. 


E F G 
జరా = 


E ౨ (646-212 H 
LM 


(LN — M2)12 rp 


అయినప్పుడు పెన చెప్పినట్లు జరుగుతుంది. ఎందుకంతే అప్పుడు, 


_L du® + 2M du dv +N dy? 
మ E du? + 2F du dv + G dv: 


(ప్రధాన దిశలను నిర్దారించలేదు. ఆ బిందువు వద్ద అన్ని దిశల్లోనూ (ప్రధాన వృకత సమానము. 


' 69 పరామితీయ వ[క్రములుగా వ|క్షతా రేఖలు | 


a 


వ[కతా రేఖలు పరామితీయ వ్మకములగుటకు నియమము F=0,M=0 ఆవశ్యకమూ, 
పర్యాప్తము. 
ఉపపత్తి ః నియమము ఆవశ్యకము. 

వ(కతా రేఖలు పరామితీయ వకములనుకొందాము. పరామితియ వక్రములు ౪ = స్థిరము, 


౪ = స్థిరము ద్వారా ఇవ్యబడుతాయి కనుక వాటీ సమిషి అవకలన సమికరణము 
డు ౪ 6ు 


6.9.1 dudv=0 ప కతా రిఖలు 


6.9.2 (EM — FL) du’ + (EN — GL) du dv + (FN — GM) dv? = 0 


ద్వారా ఇవ్వబడతాయి. (6.9.1), (6.9.2) అ నుండి 


EM—FL=0,EN—GL=#0,FN-GM=0 అని వస్తుంది. 
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వీటిలో ఒకటవ, మూడవ సమీకరణలనుండి ఒకసారి F ను, మరొకసారి M ను తొలగిస్తే 


వరుసగా (EN - GL) M = 0, (EN — GL) F = 0 అని వస్తాయి. 


EN —GL #0 కనక M= 0, F= 0 కావలెను. 


నియమము పర్యాబ్వము. 
M=0,F=0 అయితే వకతా "రేఖల అవకలన సమీకరణము. 
L | 
(EN — GD) du dv = ౦ అవుతుంది. పొక్కిలి వద మా(తమే శా = ర కనక, ఆ 


బిందువును తీసివేస్తే EN - 61౬ * 0 అవుతుంది. కాబట్టి (11647 = 0 అవుతుంది. ఇది 


పరామితీయ వ[కముల సమిష్టి అవకలన సమీకరణము. 


6.10 ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము 8 


వ([కముపై బిందువు వద్ద (du, 67) దిక్‌ గుణకాలుగాగల దిశలో అభిలంబ వ(కత K, 


(పధాన వకతలు ౬, kK, లలో 
K = K cos? y + [ట్ట sin? y 


అనే సూతము ద్వారా ఇవ్వబడుతుంది. (ఇక్కడ బిందువు వద్ద (1, 4౪) దిశ (పధాన దిశ 
dv=0 © మధ్య కోణము ౪ 
ఉపపత్తి ః (ప్రధాన వక్రతలను పరామితీయ వకాలుగా తీసుకుంటే 
F=0,M=0 
అభిలంబ వక్రత 


_Ldu£+2M du dv +N dy? 
n Edu2+2Fdudv + 6671 


L du2 + N dv? 
Edu?+ 6 472 
dus? dvy2 


=L — +N — అవుతుంది. 
ds, ds, 


(పధాన దిశలు, (ప్రధాన వకతలు మరియు వ్మకతా రేఖలు 217 
దిశ 1౪=౦0 కు (ప్రధాన వ|కత శి అభిలంబ. వక్రత కనుక K = 


L 
E 
N 
దిశ d౪= 0కు (పధాన వక్రత K అభిలంబ వ[కత కనుక K = గ్ర 





పబం 6. 1 


(పధాన దిశ 1౪ =0 లో దిశ (యి, dv) లో నున్న అభిలంబ వేదము ౪ కోణము చేస్తే, 


| d (1 dv 
6.10 cos y = VE Fz, 603 ఇ గ = ర 
| స ) 


K stuf పాలి జత (యీ +K, NG v1) =K, 6092 y+ K, sin? y 
n a 


6.11 మ్యూపిన్‌ సిద్దాంతము: 
రెండు లంబ దిశలలో ఉన్న అభిలంబ వ[కతల మొత్తము స్థిరము. అది (ప్రధాన ఇక్రితల 
మొత్తమునకుసమానము. 


ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము నుండీ 


6.11.1 త్న =K 60592 1 + కచ్చి sin?y 
6112 K =K cos? f= గ + yy +K sin? ట్‌ గ + yy 
¥ * J = ఖ్‌ / 


కై nD 2 
=K sin y+K, cosy 
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(6.11.1, (6.11.2) లను కూడితే, 


జ్‌ + స్ప = K + K = స్థరరాశి. 


సూచిక ః తలమునందలి ఏ బిందువుగుండానెనా వెళ్లే వకము యొక్క వ(క్రతని, ఆయిలర్‌ 


సిద్దాంతము మరియు మ్యూనర్‌ సిద్దాంతముల నుండి పూర్తిగా తెలుసుకొనవచ్చును. 


6.12 ఉదాహారణ 1% 


or 
తలమునందలి మ చేదములు ఒకదానితోనొకటి సమాన కోణములు స్యా చేసుకుంటే, 


మరియు వాటి అభిలంబ వ్మకతలు K., క్క, ... K_ అనుకుంటే, 


క + K, +. + K = mL (m> 2) అవవలెనని నిరూఎంపుము. 


కి 


సాధన $ ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము నుండి, 
K =K cos20+K, క02 0 
జ K : K 20 
= ( a TE) +G( 3" K,) cos 


= + ౫ 605 2 అనుకొందాము) 


"పన ఇచ్చిన నియమముల వలన 


[ర = + 005 26, 19 =2+% 0592 “0+ మ... 
| “9 


/ 
K =ట+/౧06052 O0+(m- 1) UR 
i || స. 


/ 4101 
డ్‌ లు [ష్య = మ + 4 2 cos 20 += 1= 0, 1,... 2-1 
| షష 


/ 
cos 268 + 2౫ 


(m-—-y. / | 

——— Sin mn, — 
m m 

= mL + సహా 


రంగ 
ఏ3 =~ 
as 


= mL + 0 (m > 2). 


(పథాన దిశలు, (ప్రధాన వకతలు మరియు వ(క్రతా రేఖలు 919 


6.13 ఉదాహరణ 2 పరావలయజము వ + = 2 యొక్క అభిలంబ వకతని 
మూలబిందువు వద్ద కనుగ్‌"నుము. 

సాధన ౩ మూలబిందువు వద్ద పరావలయజము మూలబిందువు వద్ద పరావలయజము యొక్క 
అభిలంబ ఛేదములు, సమతలములు y= ౫, 6= స్థిరరాగిలచే చేయబడ్డ పరావలయజము 
యొక్క. ఛేదములు. మూల బిందువు వద్ద ప్రధాన దిశలు ౫ మరియు ౪ అక్రముల యొక్క 


దిశలలో సమానము. అభిలంబ చేదమునకు, ౫ - అక్షమునకు మధ్య కోణము 6 అనుకుంటే, 


ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము నుండి, 


K =2(b? + a2 c2/a2 b2 (1 + 2), c= tan 0. 


n 


a 


ఈ. 14 అభ్యాసము 
1. తలము నుండి పరామితీయ వ[కములు తలము యొక్క వ(కతా రేఖలగుబకు 
ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ అయే నియమమును కనుగొనుము. 
2. ఒక ఉపరితలంలో ఏదెన బిందువువద్ద రెండు లంబ అభిలంబ ఛేదాల వ్యాసార్జాలు వ్‌, వ్ర 
లు అయితే క + స్థిరరాణి అని చూపండి. 
3. ఒక ఉపరితలానికి ఒక వ|కదిశలో అభిలంబ వక్రత K అయితే, K = క ౧052 9 + K, 
5112 6 అని చూపండి. ఇక్కడ సంకేతాలు సాధారణంగా వచ్చే అర్జాలనే కలిగి 


యున్నాయి. 


6.15 రాడ్‌రిగ్‌ నూత్రము ః 
ఆాజాస్తే 
ఒక తలము మీది వ(క్రము, వ(కతారే; అవటానికి నియమము dN +kdT=0 


ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ (££, వ|క్రతారేఖను d? దిశలో అభిలంబ వ(కతు. 


ఆవశ్యకత ః తలము మీద (6%, 607) వృకతా రీఖ అనుకొందాము. బిందువు (1౮1, ౪) వద్ద 
(du, dv) ఒక (ప్రధాన దిశ అవుతుంది. 1, ఒక (ప్రధాన వక్రత అయితే, సమికరణము 


(6.3.1) నుండి 
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11--ము du+(M-KWdv=0 


(M-— KP du+(N—-K0O) dv=0 
లేదా (L du + M dv) - K(E du + F dv} = 


(Mdu +N dv)-K (Fdu+udw=0 


పీటిలో ౫ = న న Ty,G=T, నో 


స్ట 


R03 క తో (= 3 తు అత ఖు. 
Ny TqdutNy rodv శనగ క్యా న్యాయ ఇల rd j=0 


లేదా |N, du+N, iv. 7 KP r du+T pdv). T. = 
| 


వ క 
dN = N, du + N, dv కనుక పె సమీకరణాలను 


ame | 
6.15.1 (42 +Kd7T).7T 


10 


త =. ౫ 
6.15.2 da N+Kd 7). చ = 0 అని రాయగలము. 


క త 
N.N=1 అవకలనం చేస్తే 


అఐబవా్తే 


oN. dN = 0 వస్తుంది. అంటే dN N,N కి లంబంగా ఉంటుందన్నమాట. అంభే, 


అయ్తే 
aN స్పర్శరేఖీయ సదిశ అవుతుంది. 


(వధాన దిశలు, (పధాన వకతలు మరియు షక్రతా రేఖలు 221 


అపరే 
కాబల్డు 6 +Kdr కూడా స్పర్శ చేఫీయ సదిశ అవుతుంది. 


— 
“dN +Kd Te; మరియు గ లు ఉండే సమతలంలో ఉంటుంది. కనక 
వ 
(6.15.1), (6.152) ల నుండి dN +Kd r = 0కావలెను. 
ఎపర్యంగా 
ఒక (ప్రమేయము K నకు వక్రము వెంట dN +Kd7=0 అనుకుందాము. దీని 


నుండి మొదటి భాగంలోని సమీకరణలు (6. 15.1), (6.15.2) నిజమవుతాయి. వీటి నుండి 
(L-— KE) du + (M— KP) dv=0 
(M — KF) du +(N-—- KG) dv=0 


వీస్తాయి. వము, వ[క్రతా రేఖ అవటానికి తలము మీద (ప్రమేయము 1 అభిలంబ వృక్రతని 


చూపిస్తే సరిపోతుంది. 
d N+Kdr=0నుండీ 
— 
Kd T = —dN అవుతుంది. 


el I, WR CU ప 
లేదా Kir du+r gt pee Ny స 
రెండు పక్కల Tr, du+ 7, d౪.తో అదిశా లబ్దము చేస్తే 


(3 3 Nia’ 
Ki rjdu+ rodv) = — 


- ఈ 3 లి 
| వళ య+ ప్‌ టె Us du+ 7 dv) 


'ఆవుతుంది. 
= K(E du? + 27 du.dv G dvd). ఖ్‌ du2 + 2M du dv + N dv? 


| K L du? + 2M du dv + N dv? 
| EF du2 + 2 F du dv + G 42 


“పె సంబంధము బిందువు (౪, ౪) వద్ద దిశ (du, dv) లో ష్‌ అభిలంబ వక్రతని చూపుతోంది. 
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6.16 అభ్యాసము 
వాస్తు 
1. ఒక ఉపరితలంపై ఏదెన బిందువు స్థితి సదిశ 7 ఆ బిందువు వద్ద యూనిట్‌ అభిలంబ 
సదిశ గ అయితే ఏదెన వక్రము ఆ ఉపరితలంపై ఉండటానికి ఆవశ్యక పర్యాప్త 
3372 . 
నియమం ఉచ, 4 లు సమాంతరంగా ఉండటం అన చూపండి. 
2. * వుకతా రేఖ యొక్క స్పర్శరేఖ యొక్క దిక్‌ కొసెన లు ౧, m,n, ఆ బిందువు వద్ద 


తలానికి అభిలంబ రేఖ దిక్‌ కోసెన్‌ లు 4, Mm, ౬-లు అయితే, ఆ బిందువు పద్ద 


am క అని చూపండి. 
i టు చ 


6.17 వ|కతా రేఖల ప్రాధమిక అభిలంబ ధర్మము : 
తలము మీది వకము యొక్క వరుస బిందువుల వద్దగల- అభిలంబాలు ఖండించుకొంకు, 


వకము తలముమీద వక్రతారేఖ అవుతుంది. ఇది ఆవశ్యకము, పర్యాప్తము. 


ఉపపత్తి * తలము 5 మీద ౮ ఒకవకము. ౮ మీది P(7),Q (7 +౮ 7) లు వరుస 
బిందువులు. 71,7 +7 లు వీటీవద్ద యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశలు. P,Q ల వద్దగల, 
అభిలంబాలు ఖండఉంచుకున్నా యనుకుందాము. అప్పుడు గి, n +d n, d7 © అదిశాత్రి 
అబ్రము సున్న కావలను. | 


త. త తీ 
తం టి Fan, arT.e0 


-_ 


n,dn,dr_=0 


(ఇ (7 


©) P (Cr) 


పటం 6.2 


(వధాన దిశలు, ప్రధాన వ(క్రతలు మరియు వ్మకతా చీఖలు 223 


ఈ నియమమునుండీ, 


dn=adT7+bn కావలెను. 


6.17.1 .n.dn=an d 


(6.17.1) నుండి, ర = 0 అవుతుంది. 


స్తు 3 
=dn=adr 


రాడ్‌ రిగ్‌ సూతము నుండి, ౮ వక్రతారేఖ అవవలెను. విపర్యంగా, 5 మీద ఒక వ[కతా రేఖ 
అనుకుందాము. ౩ మీద వరుస బిందువులు P (7), Q (+47) వీటి వద్ద n, న 


లు యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశలు. 


A=_n,n+dn,dr. అనుకుంకు, 


రాయ్‌ రిగ్‌ సూ. తము పేలే బో 
A= మళ క, ఉర. = మి, కరడ కో, త 3 


= శాక న లీ 


గీ సున్నా అవడం వలన, వకతా రేఖ యొక్క వరుస బిందువుల వద్ద అభిలంబాలు ఖండంచు 


కఎదంయలూయని వస్తుంది. ౦ 


6.18 జోషిమస్తల్‌ సిద్దాంతము: 

"రెండు తలముల వ్రతా ఛేదనము, ఆ రెండు తలముల మీద వ(కతా రేఖ అయితే, ఆ 
తలములు స్థిర కోణముతో ఇండంచుకుంటూయి. విపర్యంగా, రెండు తలములు స్థిర కోణములో 
ఖండించుకున్నప్పుడు వాబి వ|కతా శేదనము ఒక తలము మీద వ|క్రతా రేఖ అయితే అది 


రెండవ తలము మీద కూడా వకతా రేఖ అవుతుంది. 
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ఉపపత్తి ః తలములు న్‌,,క్య లువ[కము C లో ఖండించుకుంటాయనుకుందాము. ౧ మీద 


(7) ఒక బిందువు. దీనివద్ద ౮ నకు ల యూనిట్‌ స్పర్శరేఖ అనియు, రెండుతలమ 


నం —h 
యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశలు N 13; NN, లనుకుందాము. మరియు రెండు తలము 


మధ్యకోణము, "రెండు "అభిలంబాలకిే మధ్యకోణము 6 కి సమానమని మనకు తెలుసు. మరియ 


3 -- 
6.18.1 cosO=N..N 
DN | 2 
తలము న మీద 0 వ(కతా రేఖ అయినప ఎడు, రాడ్‌ రిగ్‌ సూ[తమునుండి 


గ జప ఆాహస్ట్టీ 
Kd r-+dN, = 0 అవుతుంది. 


aN 
dr 1 
లే K ds + ds =0 
ఆజా 
dN 


— 
దీనిని N, తో అదిశా లబము చేస్తే, 
Ga 


—_్త 
ఎ ఈ N, 
6.18.2 N 





3 3 
=N (CKtHz=0 


2 2 


oF 
భ్‌ 


వొ మీద కూడా ౮ వకతా రేఖ కనుక, పె మాదిరిగా చేస్తే, 


ఆజ్మీ 
dN, 
ds 





క 
6.18.3 N.. =0 


అని వస్తుంది. సమీకరణము (6.18.1) ని అవకలనము చేస్తే (6.18.2), (6.18.3) ల నుండి 


వి 


d di శా 
ds TED 
iN, dN 
> dl 
=N.. 2 LN 





మ్‌ కా 


ప్రధాన దిశలు, (పధాన వ(కతలు మరియు వ(కతా రేఖలు 


అరే 605 0 = స్థిరమన్నమాట లేదా 0 = స్థిరము. 
విపర్యంగా రెండు తలములు 9 అనే స్థిరకోణములో ఖండించుకుంటాయనుకొందాము. S, 


0 వ్మకతారేఖ అని తీసుకుందాము. 5 మీద కూడా C వక్రతారేఖ అవుతుందని నిరూపిద్దామ 
(05 6 = సరము కాబటీ 
ఇ లు 
య శ. 
N iN 9 = రము అవుతుంది. 


d (> ఖు 
“Ty mye 


dN, dN 
— -3 
6.18.4 N,. +N} 


i 
ds 2 =0 








S 


క, మీద 6 వ|కతా రేఖ కనుక (20.4.2) నుండి 


~~) 
6.18.5 న 1, 
ఎ 2 45 7 





d N, 
(6.18.4) నుండి, N,. స = 0 అవుతుంది. 


ఇ 3 
N.. N, = 1కనుక, 


dN, 


6.18.6 న ఇ =0 


ష్‌ 
స్త -3 d N, 
(6.18.5), (6.18.6) ల నుండి N,N, లకు గారా అభిలంబమని వస్తుంది. 





స 
dN, 
అంక కాగాక t సమాంతరంగా ఉంటాయి. 
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ఎసి 
లేదాdN,+Kd”=0 


రాడ్‌ రిగ్‌ సూత్రము నుండి క్మ్‌ మీద కూడా C వ(కతా రేఖని వస్తుంది. 


కనిష్ష తలములు | 

తలము మీద అన్ని బిందువుల వద్ద మొదటీ వకత J=K +K, లేదా మధ్యమ వ[కత 
i= (షు + K ) సున్న అయితే, అట్టు తలాన్సి కనిష్ట తలమని అంటారు. 

రే 06- "౨ - క్ని (EN+LG-2FM+LN-M?=0నకుK,K, © 
మూలములు కనుక, 

EN +LG-2FM=0 అయితే, 

K + K = 0 అవుతుంది. 


లలము మాంగే రూపములో ఉంపే, ఈ నియమము 
6.19 (1+q) r-2pqs+(1+p)t=0 అవుతుంది. 


6.20 ఉదాహరణః 
1. తలముec0o5x=c05t కనిష్ట తలమని చూపించుము. 
సాధన: రెండు పక్కల సంవర్గం (108) తీసుకుంటే, 2 = log 605 y - log cos x. 


p=tanx,q=tany,r=sec?x,s=0,t=—sec?y 


ఇవి సమీకరణము (6.19) ని తృప్తి పరుస్తాయి. 


2. తలము x= ౬609 7, y=usnvzz=alog Tu గొన? కనిష్ట తలమని 
చూపించండి. 


సాధన $ *₹(1) = & log uu + Vu2 _ 22 అని తీసుకుంటే, 


X=ucosv,y=usinv,z=f(u) అవుతుంది. 


పథాన దిశలు, (పథాన వకతలు మరియు వ(కతా రేఖలు 





+ fla నే is 2u ప a 
u+Vu-a2, 2 Ve Er 
Toy Uy ne au 


(u2 — a2)3/2 


2 2 2 
“ R=1+fl = 1+ = కే 
టా గి ఏ — 22 


F=0 
CG =u 
H2 = u2 (1 + fl") 


flu u? fl 
=p M=0,N = న 








తలము కనిష్ట తలము కొవాలంరమి 


EN —-2FM + GL = 0 కావాలి. 


E, F,G, L,M,N లను (పతికేపస్తే, 


రప లి 


2 fl u2. fl. ఇ 
(1 + [1 మ ల =) 0 +u —— = 0 అని వస్తుంది. 


WU జి 


”. తలము కనిష్ట తలమవుతుంది. 


6.21 సిద్దాంతము ; 
ఎదైనా ఒక తలము యొక్క కనిష్ట ఎశాల్యము సంవృత ప కము ద్వారా 
తప్పక కనిష్ట తలము కావలెను. అంక దాని మధ్యమ పృకత సు సున్న కావళెసు. 
BU వా w 4 అతను! . 
ఊపపత్తి ౩ సంవృత వ్మకముచే పరిబద్దింపబడిన తలము Sir =r tuv ఈ 


అభిలంబ దిశలో ఏ నకు చిన్న ఇ స్థాసభంశము ౯ ఇస్తే మరియొక Ge Ss, 


(పమేయము 6౬, దాని వ్యుత్సన్నములు ౬; డి లం వ 


వ 
అయినప్పుుడు'౬ = O(e), ర్స్‌ = 0(ఐ అనుకుందాము. తలము 5 


స్థాన సదిశ కము, 


ఇటో 
మొద శ $n తః 
క్‌ 
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3౩3 3 
=r 


T +eN; 


సు 
T,eNowouvo (పమేయాలు. 


క యొక్క E, F, G లను కనుక్కొందాము. 


i అలు. ఆ 
E= r.2= కై 


—} 2 
i 


3 
+eN_+e.N 
1 | ) 


ఇ ఆస్తే [— — ఆస్ట న 
=72+2e7,. N)+0(e2) N.N,=0,N. 7 =0 కనుక 
| లో 


=E-2eL+0(e2) 
ష్‌ అ 3 
(= గః = 6-2 ౯౫ + 0 (౬) 


ఎ / —} ఆస ౮ ఎను శీ 
వా ను — క జ — ( 
ప జ టే స స. r,+EN,+EN. 


CU 
=F-2eM+0(e2) 
H2=EG-F = EG - ౯-2౫ (EN —2 FM + GL) 


ss IN 
ఎల్లి కై L 
3 (EN మ + G ) +0 (౬2) 


= 2 —4e H2. 
= 4.46౯ 4+0 (౨) 
(... 1 = EN + LG,—2 FM/2H2 - 
= 2 (1-4 ౯౬+ 0(e2) 


 H=H(1-29)+0(e2) 


తలాలు న్‌ మరియు 5 యొక్క వెశాల్యములు A మరియు గ అనుకుందాము. 
A=] Hdudv 


“వ్‌ 


ప్రధాను దిశలు, (ప్రధాన పృక్రతలు మరియు వకతా రీఇలు 


A=|‘H dudv=| (H-2enH)dudv+0(e2 
S S 


=| Hdudv-J]2eHdudv+0(e2 
వె S 
=A-|2epHdudv+0(e2 
S 
 A-A=-J2eyHdudv+0(e2) 
తలము 5 యొక్క వెశాల్యము కనిష్టము అయినప్పుడు, 5 యొక్క వైశాల్యము స్థావరము 


(stationary) కావలెను. అంటే = 0 కావలెను. అరకే మధ్యమ వ(క్రత సున్న కావలెను. 
అంటే న్‌ కనిష్ట తలమన్నమాట. 


6.22 ద్తీర్దవృత్త, అతిపరావలయ మరియు పరానలయ బిందువులు ః 
ఏదైనా బిందువు వద్ద (ప్రధాన వ్యకతలు సమీకరణము. 
K 2 (EG — F2) -K, (EN + LG —2 FM) + IN-M2=0 
ద్యారా ఇవ శబడతాయి. 
దీని మూలములను క, క్క అతో సూచిసాము. 


IN-M? _LN-M2 





దష వృత్త బిందువు £ . 
mk) En | 

తలము మీద బిందువు P వద్ద గౌసియన్‌ మ క్రత' ధనాత్మకమయితే,*ఆ బిందువును ద్వ 
వృత్త బిందువంటాము. అంటు LN —- M2 >0 అవాలి. 


LN - M2 
0 
KKK? 


| లిగి ఉంటాయి. 
జగత గెంగా |పధాన వకళలు క క లు ఒకతే సంజ్ఞ క 
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ఆతి పరావలయ బిందువు 8 
తలము మీది బిందువు P వద్ద గౌసియన్‌ వ[కత బుణాత్మకమయితే అంక, 


LN-M2<0 అయితే ఆ బిందువును ఆతి పరావలయ బిందువంటారు. 
K=K CK =i జార 0 కనుక రెండు (పధాన వకతలు K క్క లు వ్యత్యస్త 


సంజ్ఞలు కలిగి వుంటాయి. 


పరావలయ బిందువు ౫ 
బిందువు P వద్ద గౌసియన్‌ వ[కత సున్న అయితే, అంకే 1౫ - ]42 = ౦ అయితే, 


తలము మీది ఆ బిందువును పరావలయ బిందువంటారు. - 


LN —M2 


K=K, K,—3— 


= 0 కనుక ఒక్క. (పధాన వక్షలెనా సున ఏ కావలెను. 
6.23 సినకేస్టిక్‌ ఏంటీశ్రేస్టిక్‌ తలములు (Synclastic, Anticlastic) : 
రెండు (పధాన వ్మకతలు ఒకక్‌ సంజ్ఞకాని వ్యత స్త సంజ్ఞకాని కలిగి ఉన వ లలము 


యొక్క భాగములను సిన్‌" క్తేసిక్‌ అనియు ఏంటీక్లేస్టిక్‌ ఆనియు అంటాము. 


సిన్‌క్లేస్రిక్‌ ః (పతిబిందువు దీర్ణవృత్త బిందువు అయి వుండాలి. అరాకే 
K=K K >0, ఆంటే కష్ట, ప్పి ఒకటే సంజ్ఞ కలిగి వుండాలి. 


ఏంటీక్లేస్టిక్‌ ః (ప్రతిబిందువు అతిపరావలయ బిందువయి వుండాలి. 
అంటే K = K మ్చ్‌ <0 ఆంకే K, ళు లు వ్యత్యస్త సంజ్ఞ కలిగి వుంటాయి. 


6.24 డ్యూపిన్స్‌ యిన్‌డికేటిక్‌ సః 

విర్య్యవనము | ఏదెన బిందువు '0' వద్దగల స్పర్శీయ తలమునకు సమాంతరముగా మరియు 
- అనిశ్చితముగా దగ్గరగా ఉండు సమతలము చేత చేయబడ్డ తలము యొక్క శేదమును '0' వద్ద 
డ్యూపీన్‌ యిండికే టిక్‌ ఎ అంటాము. 


| 


(పధాన దిశలు, (ప్రధాన వ(కతలు మరియు వ(కతా "రేఖలు 


Dupin indicatrix యొక్క సమీకరణము ః 
తలము మీద '0' ఒక బిందువనుకుందాము. (' కి చాలా దగ్గర? 
Dupin Indicatrix మీద Q ఒక బిందువనుకుందాము. '0' వద్దగల స 


మీదికి ౧ నుండి లంబము 1 అనుకొందాము. 


2h =Ldu+2Mdudv +N dy 


'పటం 6.3 
పరాబుతీయ వ(కమును వ(క్రతా రేఖలుగా తీసుకుందాము. 
F= 0, M=0కనుక 


2h = L du? + N dv? 
(పథాన వ(క్రతలు Ks క లు ద్వారా ఇవ్వబడతాయి. 
“. 2h=K. Edu2+K, Gdu” 
పరామితీయ వ(కము ౪ = స్థిరము యొక్క మెబిక్‌ (512 =E du?, 
చా కీ 2-6 dv2 కనుక, 
మురెయయు = స్థిరము యొక్కు మె[బిక్‌ రేక. = C 


2 2 స 
Sh = K ds, + K, ds Wore 
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ఇప్పుడు '0' ని మూలబిందువుగా తీసుకుందాము. (ప్రధాన దిశల వెంబడి 0%, ౦౪ 
లను, '0' వద్ద తలము యొక్క అభిలంబము వెంబడి 02 ను తీసుకుందాము. Q యొక్క 


విరూపకములను (%, ౪, 2) లగా తీసుకుంటే, 
x=ds,,y=ds,z=h, 

డ్యూపిన్‌ యిండికే(టిక్‌్‌ యొక్క సమీకరణము 
z=h,x2K +y2K, =2h 


అవుతుంది. '0' వద్ద వకత యొక్క (ప్రధాన వ్యాసార్హములు గ, గీ అనుకుంటే 


1 1 x2 y2 
R == =కా మరియు 2= 1% చా +మా =2h. 
కట గ న్‌్‌ 


ఈ సమీకరణములు శాంకవ చేదమును వర్ణన చేస్తున్నాయి... కనుక డ్యూపిన్స్‌'యిండికే టిక్‌ 
శాంకవ ఛేదమని వస్తుంది. 
బిందువు ద్వీర్ణ వృత్త బిందువయితే, క, క్క లు ఒకే సంజ్ఞ కలిగి వుంటాయి కనుక 
శాంకవము ద్వీగ్ట వృత్తమవుతుంది. దాని అర్హ అక్షములు (2% కా), (2 R))12? అవుతాయి. 
h యొక్క సంజ్ఞ మీద దీర్లో వృత్తము వాస్తవమా, కత్పితమా అన్నది ఆధారపడుతుంది. 
'0' -కనుక అతిపరావలయ చిందువయితే, క; ఓ లు వ్యత్యస్త సంజ్ఞలు కలిగ 
a లా 
వుంటాయి. కనక శాంకవము 1 పంజ్ఞ (ప్రకారము సంయుగ్మ అతిపరావలయములలో ఒకటి 


అవుతుంది. 


మూడవ. మౌరిక రూపము ః 


మొదటి మౌలిక రూపము 
[ఎడ లె. 47) =E du? +2F du dv +G dv? (= ds?) 


. రిండవ మౌలిక రూపము 


క | 2 {s2)¢ 
ఇ జా (వో. (ల =Ldu? +2M dudv +N dv? (= K. ds2)అని మనకు తెలియును 


(ప్రధాన దిశలు, (ప్రధాన వకతలు మరియు వ(కతా రేఖలు 233 
మూడవ మౌలిక రూపము 
> - 
HI=dN.dqdN అని నిర $చింపబడీనది. 
-3 3 - 3 
A = N2, B = N.. N,, Cs క అనుకుంళు, 


III = A du? + 2B du dv + C 472. 


625 మూడు మౌలిక రూపాలకి మధ్య సంబంధము : 


K పూర్తి వక్రత, ౮ మొదటి వక్రత అయితే, KI-J.I1+ 12140. 


ఉపవత్తి : వృకతా రేఖలు పరామితీయ వ(కాలను కొందాము. రెండు పరామితీయ వ్మకాలని 


క, K, లు (పధాన వ|కతలను కొంటే, రాడ్‌ రిగ్‌ సూ[తము నుండీ, 


అతా 


—3 
6.25.1 K,T,+N=0, ~ 





— 3 
625.2 ర్చ r,+N,=0 వీటి నుండి మరియు F=0, M= 0 నుండి, 





ధా ౫3 (3 శ గల్లి 
8625.3 II=dN.dNz= ల ఉం + సై dv 
NV లో 
=(K, సై du+K, వ dv) (00.11), (20.1.2) నుండి] 


=K2Edu’+K2G dw 


6.25.4 I= E du? + G dv? : 


శ 


II = L du2 + N. dv2 





2 ఆం 3 3 
న స న వ య య హం 
య 3 -—, 
N=-N,.r,=kKkry.T,=KhG 


625.5 -. [= Edu2+K, Gd. 
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(6.25.3), (6.25.4), (6.25.5) ల నుండి E 6442, (474 లను తొలిగిస్తే 
II K* K2 
I 1 1 =0 


II K Kk 
లేదా III (K, -K)-IK, క్కు (K,-K) +11(K,2-K,2)=0(K,-K,) తో విభజిస్తే 


III+1K K,—-U (K+K)=0 


శో 


% 
Fa 
జీ - 
ఇన్‌ స ౯ న్‌ా ౪ ¥ 


> KI-JH+M=0 
అభ్యాసము 


1. హెలికాయిడ్‌ ౫= ౬౮౦౦5 0, y = usin 60, z = f(u) + 66 యొక అభిలంబ చేదము 
యొక్క వ(కతను కనుక్కోండి. 
2. హెలికాయిడ్‌ x=uc056,y=u sin 6, z= ౯0 మిద వకములు 


du? - (12 + 62) 402 = 0 లంబ కోణీయ' వ్యవస్థను రూపొందిస్తాయని చూపించండి. 


3. ds2= du2 + (a2 - ౬2) dv2 అయినప్పుడు (భమణో పరితలము యొక్క సమీకరణను 


కనుక్కోండి. . 


4. తలము మీద (పతిబిందువు P వద్ద, ఏ దిశలోనెనా తలము యొక్క. అభిలంబ వక్రత 
పరావలయజములో సమానముగా ఉండేటట్టు ఒక పరావలయజము ఉంటుందని 


చూపించండి. 


5. తలము 2” = 22, & స్థీరరాశి, మీద వ్మకతా రేఖలను Vz2+x2tV22 + y2 = స్టిరరాశి 


రూపములో కనుక్కోండి. 


6. తలము xy = &2 మీద (పధాన వ(క్రతల సమీకరణము మరియు ప(కతారేఖల యొక్క 


అవకలన సమీకరణను కనుక్కోండి. 


ఏధాన దిశలు, (పధాన వ(కతలు మరియు వ[కతా రేఖలు క 


': 


10. 


ne 


తలము 22 = 8౫* + 0/2 మీద సామిప్య బిందువులు (0,0, 0) మరియా (£3. 7 ఈఈ 


బిందువుల వద్దగల తలముమీది లంబాలు ఇండీంచుకుంళకు, బిందువు (0.3. 


మూలబిందువు (0, 0, 0) గుండాపోయే వకతా రేఖ మిద ఉంటుందని చూపించండి 


ho ral అనో ర్‌ 2 


(భమణోపరితలము x= ౪050, y =u sin 6, z = f(u) మీద ఏదెనా బిందువు వ 


(ఏ౫ 


రెండు (పధాన వకతలనిచ్వే సమీకరణాన్ని కనుక్క్కూండి. 


తలము ౫= ౬605 6) = ౬5106, 2=6 102 (1 + Vu2 - 00) నకు స జ గ 
చూపించండి. + 
ణి x2 y2 22 

ర వృత్తజము రా FT 1 యొక్క పొక్కిలిని కనుకోోండే. 


రవ్యత్తజము ల +17 +5 7 = 1 యొక్క వి పాక్కీలి P గుండా వెళ్ళే జల అంల. . వమా 


aC 
యొక్క వకత చా అని చూపించండి. 


౫ = 3/ = 2 గా ఉండే బిందువుల వద్ద తలము 22 ౫2 = 22 (౫2 +౪2) యొక్క |పధాస 
వ్యాసార్రములను కనుక్కోండి. 

దీర వృత్తముమీది వ్మకము మీద బిందువు P, వద్ద PT స్పర్శర్తేఖ స్పర్శరేఖ వెంబడే 
వ(కత స్పిరమయినప్పుడు. PT గుండా వెళ్ళే దీర్థవృత్తజ ము యొక్క అభిలంబ 
దీర వృత్తజము యొక్క అభిలంబ ఛెదము ద్రీర్ణ వృత్తమని చూపంచండ. మర 
ఒక శీర్షము P వద్ద వుంటుందని చూపించండి. 

శాంకవజము యొక్క వక్రతారేఖ వెంబడి రెండు (ప్రధాన వ్యాసార్హములు ఏ విధం: 
విచరణ మవుతాయో కనుక్కోండి. 

మూలబిందువు వద్ద, తలయి 22 = ఖడి + 2hజyy + by*, సమతలము ATM స = 
ల చేదము యొక్క. వ(కతా వ్యాసార్దము, 


(72 + m2)? (202 — 2hl m + bl 2-1 ([2 + గ? + ౧౫) ఆని చాబ 


= శీ a = TE _ ఖీ 
సమం అ 


తలము 32 = ౭2౫9 + by", సమతలము 2౫ = by, వకతౌ చీఖలో ఇం 


చూపించండి. 


2360 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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2) 
తలము 22 = — + +... యొక మూల బిందువుఉ గుండా వెళ్ళే చేదముల 
[౧] 


వ్మకతల యొక్క కెందముల బిందు పదము 


స ys 
(x2 + y2 + 32) ml we (౫4 + ౪4) అని చూపీంతండి. 
p స 
స 1) 
పరావలయజము ఇర 22 యొక్క ఎదైనా బిందువు వద్ద, (ప్రధాన వ్యాసార్హములు 
x2 y2 
S*-— Hpi(a +b +22) + 20 H=0,H2=1+5+=5 
క ఇ ఈ 


లో ఇవ$బడతాయని చూపంచండి. 


మూలబిందువు వద్ద తలము 
2 


2 
02 ఇరా + (ax® + 3bx2y + 3cxy? + dy2)/3 + ...... 
1 2. 


యొక్క వకతా "రేఖల వకతను కనుక్కోండి. 


9 2 
పరావలయజము + 22 మరియు (confocal) ఏకనాభీయ 
x2 y2 
a2 నం! + b2 క = 22 — గీ బందువు (x, లః Zz) వద్ద ఇఖండించుకుంకే 6౮ బిందువు 


వద్ద వ(కత యక్క (పధాన వ్యాసార్తములు 11% మరియు 


3 — 2] 
ab వ H2 eto] తో ఇవ్యబడతాయని చూపించండి. 


2. 2 ai adbv id పల 

మం టంట న న యల ర 
Pr Pp 

యొక్క సంస్పర్శతలము 0౫ శేఖలో స్పృశిస్తే 20X తలములో 4 కోణము చేస్తే, 


2.2 
షాని 
PE, 


| వ[కతా రేఖల ఉపరితలము 


= అని చూపండీ. 

1 Po 

x2 y2 22 

దిర్భ్ణవృత్తజము ఇ2 +p *2= 1 యొక్క వృక్రతా రేఖల XY తలంపె విక్తేపాల అవకలస 


సమీకరణము 104 xy dx? — (Bb? x2 + aa2 y2 + a2 021) dx dy + 2a2 xy dy2=0 


7. 
సంయుగ్మ దిశలు = అనంత స్పర్శ రేఖలు 


7.1 సంయుగ్మ దిశలు: 
తలముపె సామీప్య బిందువ్లులెన 1, Q ల వద్దనున్న స్నర్లీయ తలములు + అసు రేఖలో 
శేదించుకుంకే, (- P అయినప్పుడు, రేఖలు PQ మరియు ! యొక్క చరమ (limiting) 


దిశలను P వద్ద సంయుగ్మ దిశలని అంటాము. 


72 వెశేషిక సమాసము: 
లలి 
వ న —) 
ఏ మీద P (7) వద్ద, యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ N అనియు, (6(7?+0౧7) వద్ద 
కేల 


— \ = 
(N+dN) అని తీసుకుందాము. ! యొక్క చరను స్థితి వెంబడి సదిశ 07 మరియు 


PQ =d7 అయినప్పుడు 
[గి = (6, dv) = 1 du+ 7 క్‌. 


D 7 = (Du, dv) = T jDu+ T, 5 Dv అవుతుంది. 


P (7) మరియు, Q (శరన) ల స్పర్మీయ తలములపె రేఖ | ఉంటుంది కసక, 


సు 


N "(న్లో ) 
౫౨౦వ”. ౬ అం, = 0 అవుతుంది. 


జ్‌ 
వీటి నుండి D ₹. 4౫ = 0 అని వస్తుంది. 


(> = గ 
గా jDu+ T 9 DY). Mgt =0 
/ 


లేదా L du Du + M(du Dv + dv DW +N dv Dv=0 
లేదా 


du Du (du + 
7.2.1 Lz py +M dv + v, +N= OP(7T 7 ) వద్ద రెండు దిశలు 
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(dus (౧) 
dv, | Dv, సంయుగ్న దిశలగుటకు పె నియమమును పాటీంచవలెను. 


\ 


7.3.1 ఉపసిద్దాంతము ఆ 1: 
3.3 టై 
Dr.dN=dr.DN=LduDu+M(duDv+dvDu)+N dv 0 =0 
ల Du du 
_ కాబట్టీ, సంయుగ్మ దిశల ధర్మము వ్యుత్కామము. అంతే న కీ దిశ ఇ సంయుగ్మమయితే 
du 


Du 
గూ కి దిశ చ సంయుగ్మమవుతుంది. 


1.4 ఉపసిద్దాంచము జా. 
7.4.1 Pdu2+Qdudv+Rdv2=0 
అవనే వర్గమునకు సాధనము ద్యారా ఇవ్వబడిన రెండు దిశలను పరిశీలిద్దాము. 


పె సమీకరణ ద్వారా ఇవ్వబడిన రెండు దిశలు (60, dv), (Du, Dv) అనుకుంటే, 


du Du p du 


తాగా లు శ dv, Qs +R=0§ పాతు అవుతాయి. 


Qq 
~P 
(du (Dw: :R 
dv; Dv, -P 


(23.2.1) లో |పతిక్టేపణ చేస్తే, 


'1.4.2 LR- MQ +NP=0 
అని వస్తుంది. సమీకరణ (7.4.1) ద్వారా ఇవ్వబడిన దిశలు సంయుగ్మము అవలానికి ఇది 


కావలసిన నియమము. 


7.5 ఉపసిదాంతము - 8: వకముల కుటుంబము Pdu+Gdv=0 ద్యారా ఇవ్యబడి 
లో 


నుక పండు, సంయుగ్మ కుటుంబము. 


240) ఆఅవకలన జ్యామితి 


(LQ - MP) Du +(MQ-NP)Dv=0 ద్వారా ఇవ్వబడుతుంది. 


im 


UU 


ఇ” 


మాని ఉపయో గిస్తే (23.2.1) నుండ ఇది వెంటనే వచ్చును. 


7.6 సంయుగ్మ దిశలు మరియు పరామితీయ వ[క్రములు : 
పరామితియ వ్మకములకు సంయుగ్మ దిశలు ఉండటానికి M=0 అనే నియమము 


ఆవశ్యకమూ, ఎర్యాప్తమూ 
నియమము ఆవశ్యకము ॥ పరామితియ వ్మ్యకముల అవకలస సమీకరణము dud౪ = 0౮ 


దీనిని P రష2+ Q du dv + RA౪*= 0 తో పోల్చి చూస్తే P=0,R=0 మరియు (= 1 అని 
పస్తుంది. సమీకరణము (23.4.2) సుండి అపసర నియమముగా M = 0 అని వస్తుంది. 
విపర్యంగా, 1 = 0౦ అయిరే, సరామితియ వకములకు P=0,R=0,Q = 1 కనుక, 


నియమము LR - MQ + NP = ౧ నిజమవుతుంది. 


7.7 ఉపసిద్దాంతము ః వక్రతా రేభఖలకి సంయుగ్మ దిశలుంటాయి : 

పరామితీయ వ(కములు వకతారేఖ లవబానికి నియమాలు F=0,M = 0 ఆవశ్యకము, 
పర్యాపమూ మరియు M=0 అయిసప్పుడు పరామితీయ వ[కములు సంయుగ్మము కసక 
తలము మీద బిందుపు వద్ద (పధొస దిశలు (వకతా రేఖలు) సంయుగ్మ దిశలు అవుతాయి. 


మరియు F= ౦ కసక రః? (పధాస దిశలు అభిలంబముగా ఉంటోయి. 


7.6 ఉదాహరణ - 1; 
తలముపెని ఏ బిందువు వద్దనైనా సంయుగ్మ దిశలలో అభిలంబ వ(కతల వ్యాసార్దముల 

మొత్తము స్టిరమని నిరూసింపుము. 

సోధన : వ(క్రతా రెఖలసు పరాముతీయ వకములుగా తీసుకొంటే, F=0, M= 0 అవుతొయి. 

(du, dv) మరియు (ర, రీ౪) తలముపై రెండు దిశలుగా తీసుకోంకు, అని సంయుగ 


త్ర 


మయిసప్పుడు ౪1 ౨ 0౦ కసక (7.2.1) నుండీ 
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) 24] 


781 Ldudu+Ndvév=0 అవుతుంది. 


సంయుగ్మ దిశలలో అబిలంబ పకతల వ్యాసార్దము 5 మరి 


జ య అ 
Sos ప GS ర 
కూ 


5 _E du? + G dy? సరి + 65/౫ 
1 Ldu2+Ndv?’ 2 L du? + N dv? Ses 


(7.8. సుండి FE సక 
dv, \L du 


ర = EN2 dv2 + 6౬2 du2 _ EN? dv? + GL2 du? 
2 LN2dvV+NL2du? LN (L du? + N ౧౪2; 


మరియు 


5 +5 = (E du? + 642 + (EN? dv? + GL2 dus. 
1 2 LN (L du? + N dv2) 


NE+LG L du? + N dv? _EN+GL 
OLN _ "రయి + తా LN 


అవ్రూతుంది. ఇది (410, 67) లపై ఆధారపడబంలేదు కసక వ +వి, 


వాణీ 


ఆ దావారణు ని ట్ర థ్‌ తలము y= usin v z= 00 ర పరామెతియ ea జా =, పాటల = త. 
చూపించుము. 
సాథన $; తలము x=uc0s¥,y=usinv,z= flu నకు M=( కనున పరామంయు 


వి కాలు సంయుగ్మమవుతాయి. 


7.9 అనంత స్పర్శరేఖలు క : 
రీ 
ష్‌ షన లు ఐట షు aw"; YY ™ యె 
తలము మీద్‌ ప్రతిబిందువు వద్ద దిశ స్వయం సంయుగ్యముగా అఃడ వె కమాను = కత 
నో ఇ ఒల్లో ము వో ఇ ఇర గ ~ ఆ = ఖు ష్టం మఖ. 
స్పర్శరేఖ అంటారు. దిశ స్వయం సంయుగ్మము కనుక సా వవ 


రెండు దిశలు (6464, ఈం) మరియు (రష, రలు లు సంయుగ్య మవటెంం 


పు నాగి శరా టై ణయ my లబ జ 
యర + వెన్‌ (య15ా + రాం + మసిరాంరం = 0ల cas యొ. స్వ? 


చ ఆఅవకలన జ్యామితి 


— 


— 
Ldu+2Mdudv+Ndv2=0 JdN.dr =0 అని వస్తుంది. 


బిందువు దీర్ణవృత్త బిందువు కాని, పరావలయ బిందువు కాని అతి పరావలయ 


9 డా 9 న్‌ / LN త M2 
విందుపుకాని అయినప్పుడు, అంతు ౫ - గిశం లెదా గౌసెయన్‌ వ|కత ర! = కాలని 
\ ) 


బుణాత్మకమయిసప్పండు లేదా సున్న అయినప్పుడు లోదా ధనాత్మకమయిసప్పుడు రిండు 
అసంత స్పర్శరేఖలు వాస్తవము, నురియు విభిస్నము, ఏకీభవించుట లేదా కల్పితము అవుతాయి. 


(L du? +2 M du dv +N dv2) 


గ ౯ ఉత 
రాం యంత 


గై 


ఏ దశలోనెనా ఆభిలంబ వ కత K. మ 


దిశలకి సున్న అవుతుంది. 


7.9.1 వరొక నిర్వచనము ః 
తలము మీద (ప్రతిబిందువు వడ్డ ఒక - విచలస (inflessional) స్పర్శ రెభిసు 


సృర్శించుసబ్లు ఉండే వ|కముసు అసంత స్సర్శరేఖని ఆంలూరు. 


7.10 అనంత స్పర్శరిఖకి ఉప అభిలంబము ఆ బిందువు వద్ద తలముసకు అభిలంబ 
మవుతుందని చూపిదాము. 
డు 


సంబందము 


7 7. 
7.10.1 N. t€ =0నిఅనకలసము దేస్తే, 


PiN,.Kn=0 లేరా, 
క 3 

dN aT జ RY 2 
లు. rT +RKRN.nz0U 
స 
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3 | - 
7.10.2 N.n =0నుండి లుంగి కి ఇష సమాంతరముగా ఉంటుందని వస్తుంది. అంకేు N, 


3 
b కి సమాంతరముగా ఉంటుంది. 


7.11 ఉస సిద్దాంతము క 
పరామితీయ వ(కాలు అనంత స్పర్శరేభలవటానికి 1 = 0, ౫ = 0, శ *జ0 అనే 


నియమాలు ఆవశ్యము, పర్యాప్తమూ. 


ఎయమము ఆవశ్యకము .. 
పరామితీయ వ[కముల ఆవకలన సమీకరణము du d౪ = 0. దీనిని 


1 డయ + 2 Mdudv + 042 = 0 తో పోలిస్తే [= 0, = 0, 11 *0 అని వస్తుంది. 


ఎపర్యంగా, ఓ = 0, N=0, 4 * 0 అయినప్పుడు, అనంత స్పర్శరేఖల సమీకరణము 


du dv = 0 అవుతుంది. ఇది పరామితీయ వ[కముల అవకలన సమీకరణము. 


7.12 వకతా రేఖలు 
పరామితీయ ఎ( కములు అనంత స్స రృరేఖిలయినప్పుడు, L=0.N=0,M=x=0 కనక 
వ(కతా రేఖల అవకలన సమీకరణము ' 


(EM — FL) du2 + (EN — GL) du dv + (FN - GM) dv? = 0, 


E du? - G dy? = 0 కీ కుదించబడుతుంది. 


7.12.1 ప్రధాన నక్రతలు ! 

సమీకరణము (BG - F2) K2 - (EN + GL -2FM) K + (LN - M2) =0 
(షధాన వ(కతలనిస్తుంది. లేదా 

H2 K2 + 2 FMK~M2=0 


9 M2 
' గౌసియన్‌ వక్రత K = 77 


244 అవకలన జ్యామితి 


మొదటే వ(కత J = = 

7.12.2 అనంత స్పర్శరేఖలు అభిలంబమవటానికి EN-2FM+GL=0 అనే నియమము 
ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తము. 

సమికరణము P du2 +2Q dudv +R dv2=0 ఇచ్చే రెండు దిశలు అభిలంబ 
మవటానికి ER-2FQ+GP=0 అనే నియమము ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ అని మసకు 
తెలియును. 

అనంత స్పర్శరేఖల అవకలన సమీకరణము L du? +2 Mdudv +N dv2=0సు 
వీనితో పోలిస్తే అనంత స్పర్శరేఖలు అభిలంబ మవటానికి EN-2FM+GL=0 అనే 
నియమము ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ అన వస్తుంది. 

అంటు తలము కనిష్ట తలమయినప్పుడు లేదా మొదటి వకత సున్న అయినప్పుడు 


అనంత స్పర్శరేఖలు అభిలంబ మవుతాయి. 


7.13 ఉదావారణలు | 


1. తలము ౫ =ఇ 605 ౪,3)= 510 ౪2 = 67 మిద పరామితి వకములు అనంత 
స్పర్శరేఖలని నిరూపించుము. 


సాధన ; పరామితి వ(కములు అనంత స్పర్శరెఖ లవటూనికి నియమము, L=0,ఇణN=0,M=x0 
తలయి T =(u cos v, u sin v, ఆ) నకు [= 0, 21 = 0, 34 = - గ్ల * 0 కనుక పె తలము 


మీద పరామితి వకములు అనంత స్పర్శరేఖ లవుతాయి. 


2, (భమణోపరితలము 


x = ucos 0, y = usin 9, z = fu), u= a sin 6, fu) = a (108 tan 2 + cos ¢) 


(0 


పెన అనంత స్పర్శరేఖలు గ0 = + gr 





తో ఇవ్వబడతాయని చూపుము. 


సాధన క T= (u cos 6, u sin 0, f(u)) కనుక 
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వ u2f 


1 
=, M = 0,N =—— 


Ldu2+2Mdudv+Ndv2=0లో లీటిని (పతికేపస్తే, 


7.13.1 f,, du? + uf, d6* = 0 అని వస్తుంది. 
ఇ = & 510 థ అయితే 
du=a cos థ౧థ మరియు 


/ 
ftu)=a | log tan 2 + cos ¢) కనక, 


f, = cot ¢ 
ల బాటా 
11 2605 థ 951206 
"13.1 నుండ 
l 


_ acos థ sin? థ 


దా - a + 462 = 


sin? 0) 


a2? cos? థ థం + a sin ¢ cot $ d02 = 0 





dé 
sin 6 





= d0=- 


3. తలము 2=౪ 512 ౫ మీద అనంత స్పర్శరేఖిలను కనుక్కోండి. 
సాధన $ €:=3 5120 ౫ కనుక, 
p=ycosx,q=sinx,r=-—ysinx,s=cosx,t=0 


"+ L= N=7, ==, H2 = 1 + p2 + q* అనంత స్పర్శ రేఖల సమీకరణము 


L du? + 2 4 dudv + N dv? = 0 లో వీటిని ప్రతిక్రపస్తే 


r dx2 + 25 dx dy + t ఏ? = 0 అవుతుంది. 


లేదా -ysinxdx2+2c05sx dx dy x0 
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2 [-ysinx dx +2cosxdy]dx=0 
ఆ dx=0,-ysinxdx+2cosxdy=0 
x= 0 నుండీ ౫=౪ అని, 
—ysinxdx+2c05sxdy=0నుండ 


y2 605 ౫ = ర్క అని వస్తుంది. 


7.14 అభ్యానము : 
ప ఇ ర్త? 
1. పరావలయజము 22 = శాల మిద అనంత స్పర్శరిఖలు స 5 స్రైరమని 
చూబంచండి. 
3 తలముx=3u1+౪v)-u,y=3v1+u)-w,z=3(u2- v౪?) మీద అనంత 
సృర్శరేఖలు ౪ = V౪ = స్థిరమని చూపించండి. 
3. తలము ఇ = 6605 1 = యొక్క అనంత స్పర్శరేఖలు స్టూపము 


du =c (ae + జో తో) మీద ఉంటాయని చూపించండి. 


అనంత సృర్శరేఖల వక్రత మరియు విమోటనము : 
ఇంతవరకు అసంత స్పర్శరేఖ అంట ఏమిటో చూవాము. వాటియొక్క కొన్ని 
ధర్మాలను కూడా చర్చించాము, ఇప్పుడు అనంత స్పర్శరేఖల వక్రత మరియు విమోబసముసు 


కనుక్కు.ందాము, 


715 సిద్దాంతము | 
అనంత స్పర్శరేఖ యొక్క ద్విపద అభిలంబము తలమునకు అభిలంబముగా ఉంటుంది, 
లేదా తలము మీద వ(కొంత అనంత స్స ర్భరేఖి ఎంబ సంస్సర్శక సమత లము, స్పర్మీయ 


తలముతో ఏకీభవిందును, 
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— 
ఉపపత్తి ః తలము యొక్క అభిలంబము N మరియు వకాంత అనంత సార్వకేక యొక 


re 
— 


స్పర్శరేఖ అభిలంబముగా ఉంటాయి కనుక 


సం 
7.15.1 N. € =0౪s' తోటి అవకలనము చేస్తే 


సిక ఆజా 
N క్‌ +N = 0 
లేదా 
య (= 
అనే 
క చ KH 0 
చావ 
ఉష 4 7 


అనంత స్పర్శరేఇకి భన = 0 కనక 


లు 
N.Kn = 0 అవుతుంది. £౫0 కనుక, 


లు 
7.152 N.n=0 

N,Px nm ఓ ర క సమాంతకమా 

(7.15.1, (7.15.2) ల నుండ N,t x n కి అల సమాది 

ఆఫ ఆ | 
వుంటుందని వస్తుంది. b యొక్క దిశ [= b అయ్యేటట్లుగా తీసుకుంటే, వకాంత అనవత 
స్పర్శరేఖ యొక్క ఏ బిందువు వద్దననా, ద్విపద అభిలంబము తలమునకు అధిల2బబూా 
ఉంటుంది, 


జా మ 


జై 
క నమతళలిము (ఇగ. 
అనంత స్పర్శరేఖ మీది ఏ బిందువు 7? నద్దననా సంస్సర్హకి అము 


ర 


కని స బిందువు సద్దనేనొ 

a =0 అనే సమీకరణముతో రా మరియు తలము _ Wa 

6జి వ 
స్పర్శీయ తలము (R-_7).N =0 అనే సమీకరణములో ఇవ్వబడుతుంది. - 
రెండు సముతలాలు ఏకీభవిస్తాయి. 

ఎర్భ్మక తరము; 
విషర్యంగా, తలము మీది వృకము యొక్క pm వద్ద సంస 

5 సమూ 
స్పర్శీయ తలముతో ఏకీభవిస్తోందని అనుకుందాము. అప్పుడు NX మదియు 
ఉంటాయి, 


జ 
Tr. స 


అంటే తలము మీది వకము 7 = 7 (5) అనంత స్పర్శరేఖ అవుతుంది. 


7.16 తలము మీది అని ఏ బుజు రేఖలు ఆనంత నే ఎర్మరేఖలే క 


చే 
N.t₹=0న అవకలనము చేస్తే. 


dNdr > 
లా జా +N.Kn =0 
= అ మ 
వ(కము బుజు శేఖ అయితే ఓ=0 కనుక = = 0 అవుతుంది. 


అంటే బుజారేఖ అనంత స్పర్శరేఖని వస్తుంది. 


7.17 ఆఅసంత స ఎర్మరేఖ యొక్క వక్రత మరియు ౫018101 : 


అసి. అము క 
అనంత స్పర్శరేఖకు b =N కనుక, సై! =" లేదా 
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7.18 బెల్‌ట్రామి ఎన్నెపెర్‌ సిద్దాంతము ః 

ఏదైనా ఒక బిందువు ద్వారా వెళ రెండు అనంత స్పర్శరేఖల torsion పరిమాణములో 
సమానము కాని వాటీ సంజ్ఞ, ఒకేలాగ ఉండదు. మరియు వీటిలో ఏ ఒకటీ తీసుకున్నా, దాని 
వర్గము గౌసియన్‌ వక్రతకు బుణాత్మకంగా ఉంటుంది. అరరే 1=: J-K 


3 ఆ! వ లా 1 
ఉపపత్తి? = N,N 7 =N.KN. xT / 
అమ్మే 
oN 
mr 


07 


౪ 


N" dN 


బార్ట్‌ 
AN oN 
“ds Ou 


షోడ 
తే 


అనా ఫీ 
= 1 1 1 
=N, uu’ + N, ళా 


వాసి! 
మరియు r = ర. 


= ( (హీ —» NY ff టట 
చం అ గ, ఇ + పై ౪7.54 (ఇస్‌ + న | 
వ్‌ 2 (Il ) 


లా ఇ (3 హా 3 
=. N xT క. N xT + NXT ల! ౪! 
సై EE జక 
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ఆఫీ ఆఫ 
శివ స, (గ్ల లే XT 7 ) 


2 Tr ఎ 
అ N,N,T u 


mss జా lh ue ma కా 


EM-FL 2 EN-GL , , FN-GM 2 
TTI న న; 


Wad స ర్మ రేఖలను పరామితి వకాలుగా తీసుకుంటే L=0, N= 0, M *౦ కనుక 
T= - (342 -G vi) 

మొదటి మౌలిక రూపము నుండ, 
Eu”+2Fu'v'+Gv”=1 

అనంత స్పర్శరేఖలు పరామితి వుకాలు కనుక అనంత స్పర్శరేఖ ౪ = స్టిరమునకు, u'=0 
ళీ =1మరియు =e (a తి = —- 

అనంత స ఎర్మరేఖ ౪ = స్థిరమునకు, v'=0 


ఫ్‌ Bus 1మరియు 7 బల్ల (5౬) ఎల 


| IN-M2 M2 
గౌసియన్‌ వ(కత వాడో = TE 


1 న =-— K లేదా! zig = + V- K. 


au 


7.19 వక్రత దిశ అనంత స్పర్శ దిశలను ఛేదించును £ 
పరామితి వకాలను అనంత స్పర్శరేఖలుగా తీసుకొంటే ౪=0, N= 0, M*0 వృకతా 
రేఖల అవకలన సమీకరణము 


(EM - FL) du? + (EN — GL) du dv + (FN - GM) dv? = 0 
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E du? —G dv? = 0 అవుతుంది. 


పరామితి వృకముల మధ్యకోణమును ఛేదించు దిశ ౬ ౮? - G dV౪* = 0 తో ఇవ ;బడునని మనకి 


తెలియును. కనుక వకత దిశ అనంత స ఏర్మ దిశలను ఛేదించును. 


720 ఉదాహరణలు! 


1. అనంత స్పర్శరే; యొక్క వ(కతను 


(FF, ఇ" 7 త! 3 ఆ వ 
| fir p=} r..T || 


i | 
2 FEET J 





H 
గా రాయగలమని నిరూసించుము. 


సాధన ౩ అనంత స్పర్శరేఖ యొక్క వక్రత 


[జ ~-3 
K= IN, 7, 7 వన, (టా! జ 


2. [భమణోపరితలము ౫ = 2005 Vv, y=usinv,z= f(౪) మీద అనంత స్పర్శరేఖలు 


ఓ, du2+u f, 4౪2 = 0 అని చూపించండి. వాటి యొక్క Torsion విలువలు 
11 


1 fry 


"ళ్‌ f | 
జర - MT: న గా ఇవ $బడతాయని చూపించండి. 
u + 


హాధన ః అనంత స్పర్శరేఖల సమీకరణము 


7.20.1 Ldu2+2Mdudv+N dv? = 0 
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T = (u cos v, u sin v, f(u)) కనుక 


uf u2 f 
ll el 
L =, M =0, N = 


పిటిని (24.6.1) లో (పతి*క్లీపిస్తే, 
uf 


H 





u?f, 
dv? = 0 అని వస్తుంది. 


లేదా f|, du? +f, dv2=0 


(LN — M2) uff, 
మరియు? = + K = న “Taf 


3. తలము z= (౫, y) మీద అనంత స్పర్శరేఖలు 7 1%: + 25 dx dy + t dy? = 0 తోను, 


Torsion + 1 | ద తోను ఇన $బడతాయని నిరూబంచుము. 
(1+p2+q2 


సాధన ః తలము మాంగే రూపములో ఉన్నది కాబట్టీ 


LOE es 
mm 


L du2+ 2M du dv + 472 = 0లో వీటిని (పతి'కేపి క 


స్త 


M dx? + 2s dx dy + 6602 = 0 మరియు గౌసియన్‌ వ(కత 


LIN—M2 4-92 
నన 


t= ఉచ +t a Ss ~— rt 
Es త్‌  H2 sz I+ p+ a 


K = 





